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Die  theoretische  Optik  hat  erst  in  neuester  Zeit  einige 
Fortschritte  gemacht , welche  wirklich  als  solche  bezeichnet 
zu  werden  verdienen.  Denn  noch  vor  einer  geringen  Reihe 
von  Jahren  stand  dieselbe  fast  ganz  auf  demselben  Stand- 
punkte, auf  welchem  Euler  und  Klügel  sie  gelassen.  Auch 
sind  die  Klagen  der  ausübenden  Künstler  über  die  Mangel- 
haftigkeit der  altern  Theorie  hinreichend  bekannt;  und  wenn 
man  die  vielen  Vernachlässigungen,  welche  sich  dieselbe 
gestattete,  sorgfältig  in  Ueberlegung  nimmt,  so  kann  man 
in  diese  Klagen  nur  einstimmen,  und  muss  es  natürlich 
finden,  dass  in  dieser  ältern  Theorie  die  Praxis  nicht  hin- 
reichende Unterstützung  finden  konnte,  und  sich  mehr  einem 
blossen  Probiren  zu  überlassen  genöthigt  war,  wenn  etwas 
Tüchtiges  zu  Tage  gefördert  werden  sollte.  Am  meisten  ist 
die  Praxis  noch  durch  J.  HerscheUs  im  Jahre  1821  er- 
schienene bekannte  Abhandlung  über  zweifache  achroma- 
tische Objective  gefördert  worden,  und  die  besseren  Künst- 
ler halten  sich  jetzt  um  so  mehr  mit  Recht  ganz  an  dieselbe, 
weil  nach  Stampfer’ s sorgfältigen  Messungen  sich  auch 
Fraunhofer’s  alle  früheren  Leistungen  übertreffende  Gläser 
fast  ganz  genau  an  dieselbe  anschliessen;  aber  auch  bei 
dieser  Theorie  werden  die  Dicken  der  Linsen  noch  ganz 
vernachlässigt,  und  das  derselben  zum  Grunde  liegende 
Princip  scheint  in  der  That,  wenigstens  in  theoretischer  Rück- 
sicht, nicht  das  beste  zu  sein,  wie  auch  schon  Brandes 
in  dem  Artikel  Linsenglas  in  der  neuen  Ausgabe  des  Geh- 
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ler’schen  physikalischen  Wörterbuchs  mit  Hecht  bemerkt  hat. 
Ueber  dreifache  achromatische  Objective,  welche  nach  den 
Erfolgen,  die  ein  so  ausgezeichneter  Künstler  wie  Peter 
Dollond  sich  von  denselben  versprach,  wenigstens  nicht 
geradezu  und  ohne  alle  genauere  theoretische  Untersuchung 
zu  verwerfen  zu  sein  scheinen,  ist  mit  Ausnahme  einer 
Abhandlung  von  Oriani,  die  aber  nur  einen  sehr  spe- 
ciellen  Fall  in  s Auge  fasst  und  überhaupt  wenig  für  die 
Praxis  Erspriessliches  zu  leisten  scheint,  seit  Euler 's  und 
K lüge  Ts  Zeiten  gar  keine  cinigermassen  durchgeführte 
theoretische  Untersuchung  bekannt  geworden. 

In  neuester  Zeit  haben  Piola,  Möbius,  Clausen, 
Gauss,  ß e s s e 1 , E n c k e , ß i o t , S c h 1 c i e r m a c h e r, 
Petzval  sehr  verdienstliche  theoretische  Arbeiten  zur  wei- 
teren Ausbildung  der  Optik  geliefert,  der  letztere  Schrift- 
steller jedoch  bis  jetzt  mehr  angedeutet  als  ausgeführt. 
Dass  aber  dessenungeachtet  die  Theorie  noch  nicht  so  weit 
ausgebildet  ist,  dass  es  jetzt  an  der  Zeit  wäre,  ein  neues 
ausführliches  System  der  Dioptrik  etwa  wie  Eulers  grosses 
Werk  oder  KlügeUs  Analytische  Dioptrik  zu  verfassen, 
was  Santini  schon  im  Jahre  1828  und  bald  darauf  J.  J. 
v.  Littrow  im  Jahre  1830  auf  eine  zu  damaliger  Zeit  je- 
denfalls sehr  verdienstliche  W eise  versuchten:  dafür  scheint 
mir  den  augenfälligsten  Beweis  das  neueste  ausführliche 
W erk  über  diesen  Gegenstand  von  Schleiermacher  zu 
liefern,  bei  welchem  man  zwar  das  rühmliche  Streben  sei- 
nes verdienten  Verfassers  dankbar  anerkennen  muss,  aber 
schon  bei  dem  blossen  Anblick  der  oft  sehr  complicirtcn, 
meistens  eine  Unzahl  von  Substitutionen  erfordernden,  nur 
sehr  selten  mit  einer  gewissen  Gesetzmässigkeit  fortschrei- 
tenden Formeln,  sich  zu  sagen  gezwungen  sein  wird,  dass 
hinter  denselben  wohl  einfachere  Gesetze  versteckt  sein  müs- 
sen, die  noch  auf  ihre  weitere  Entwickelung  warten. 

Meinen  früheren  Vorsatz,  ein  ausführliches  System  der 
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Dioptrik  mit  Einschluss  der  Katoptrik  zu  verfassen,  habe  ich 
daher  fiir’s  Erste  ganz  aufgegeben,  will  dagegen  versuchen, 
durch  einzelne  mit  einer  gewissen  Vollständigkeit  durchge- 
führte Untersuchungen  zur  weiteren  Ausbildung  der  theore- 
tischen Optik  Einiges  beizutragen.  Diese  optischen  Untersu- 
chungen sollen  nach  und  nach  in  einzelnen  Theilen  von  so 
geringer  Stärke , wie  etwa  der  vorliegende , erscheinen , und 
ein  jeder  soll  in  gewisser  Rücksicht  ein  in  sich  abgeschlos- 
senes Ganzes  bilden.  Was  der  Inhalt  aller  dieser  einzelnen 
Theile,  und  wie  gross  ihre  Anzahl  sein  wird,  lässt  sich  jetzt 
noch  nicht  mit  Gewissheit  bestimmen,  und  ich  kann  darüber 
dem  Publikum  fürs  Erste  nur  Folgendes  in  der  Kürze  berichten. 

Der  vorliegende  erste  Theil  enthält,  wie  sein  besonderer 
Titel  besagt,  die  allgemeine  Theorie  der  Fernröhre  und  Mi- 
kroskope, was  man  aber  in  dem  folgenden  Sinne  zu  nehmen 
hat.  Ich  betrachte  nämlich  in  diesem  ersten  Theile  die  von 
Spiegel-  und  Linsen-Systemen  hervorgebrachten  Bilder  strah- 
lender Punkte,  ohne  alle  Rücksicht  auf  die  soge- 
nannten Abweichungen,  als  gewisse  Gränzen , denen 
sich  die  Punkte,  in  welchen  sich  die  von  leuchtenden  Punkten 
ausgehenden  Strahlen  nach  an  Spiegeln  oder  Linsen  erlittenen 
Zurückwerfungen  oder  Brechungen  schneiden,  unter  gewis- 
sen Bedingungen  nähern , und  gelange  dadurch  zuvörderst 
zu  einem  bestimmten  geometrischen  Begriffe  des  Bildes  eines 
strahlenden  Punktes  und  zu  völlig  genauen  Formeln  zur  Be- 
stimmung der  Lage  desselben,  aus  denen  dann  bequemere 
Näherungsformeln  abgeleitet  werden , bei  deren  möglichster 
Vereinfachung  mir  der  hier  zuerst  eingeführte  Begriff  des 
Modulus  eines  Spiegels  oder  einer  Linse  vortreffliche  Dienste 
geleistet  hat.  Diese  Formeln  werden  hierauf  zur  Entwickelung 
der  allgemeinen  Theorie  der  Fernröhre  und  Mikroskope,  immer 
aber,  dem  in  diesem  ersten  Theile  nun  einmal  festgehaltenen 
Princip  gemäss,  ohne  alle  Berücksichtigung  der  so- 
genannten Abweichungen,  angewandt,  und  ein  Paar 
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dti  einfachsten  lulle  als  Beispiele  betrachtet,  die  in’s  Ein- 
zelne gehende  Betrachtung  der  verschiedenen  Arten  optischer 
Instrumente  aber  späteren  speciellen  Untersuchungen  über- 
assen,  indem  dieselbe  für  jetzt  nicht  meinem  Zwecke  lag. 
as  erste,  die  Grundgesetze  iiberschriebene,  Kapitel  hat  kei- 
neswegs den  Zweck,  eine  Anleitung  zur  wirklichen  Bestim- 
,n"ng  der  Brechungsverhältnisse  zu  geben,  und  durfte  hier 
um  eshalb  nicht  wegbleiben,  weil  dieser  erste  Theil  zugleich 
als  ein  Lehrbuch  der  elementaren  Optik  dienen  soll.  Der 
eiste  der  beiden  Anhänge  ist  namentlich  seines  geometrischen 
n eresses  wegen  beigelügt  worden.  In  dem  zweiten  Anhänge 
m e ic  i eine  ausführlichere  Untersuchung  über  dieReflexion  bei 
en  egelschnitten  geliefert,  weil  elliptische  Spiegel  in  neue- 
r.Cr  C1^  von  Amici  nicht  ohne  glücklichen  Erfolg  bei 
Ple!sei _ Mikroskopen  in  Anwendung  gebracht,  und  nur 
tis  ganz  neuerlich  dazu  wiederholt  von  Doppler  dringend 
6 mP  o 1 ea  worden  sind,  eine  frühere  einigermassen  genü- 
gen e Bearbeitung  dieses  interessanten  Gegenstandes  mir  aber 
nicht  bekannt  geworden  ist.  Auch  glaube  ich,  dass  die  Me- 
thode, mittelst  welcher  ich  in  diesem  Anhänge  die  Lage  der  Bil- 
der mit  Hülfe  der  aus  der  Differentialrechnung  bekannten  Hegel 
zur  Bestimmung  der  Werthe  der  in  gewissen  Fällen  unbestimmt 
zu  sein  scheinenden  gebrochenen  Functionen  ermittelt  habe 
''Olli  einige  Beachtung  verdient. 

Der  zweite  rheil,  welcher  die  Theorie  der  achromatischen 
Objeelive  für  Fernrohre  enthält,  wird  diesem  ersten  auf  dem 
Fasse  folgen.  In  demselben  betrachte  ich  zweifache  und  drei- 
aclie  achromatische  Objective,  richte  mein  Augenmerk  aber 
zunächst  vorzüglich  nur  auf  die  Vervollkommnung  der  altern 
leorien,  was  ich  deshalb  für  wichtig  halte,  weil  sich  nicht 
eugnen  lasst,  dass  es  den  Künstlern  z.  B.  durch  das  An- 
se diessen  an  die  doch  auch  noch  an  manchen  Mängeln  lei- 
dende Herschel’sche  Theorie  gelungen  ist,  schon  sehr  Vieles 
leistende  Objective  zu  Stande  zu  bringen,  und  sich  daher  von 
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der  Vervollkommnung  der  Theorie  auch  noch  erhöhete  prakti- 
sche Leistungen  mit  Recht  erwarten  lassen,  weshalb  ich  auch 
durchaus  der  Meinung  bin,  dass  man  der  praktischen  Optik  bei 
der  jetzigen  Lage  der  Sache  zunächst  am  meisten  zu  nützen 
hoffen  kann , wenn  man  die  älteren  Theorien  weiter  auszubil- 
den, und  vorläufig  nicht  ganz  neue  Wege  zu  betreten  sucht. 
Ich  habe  daher,  ohne  mir  insbesondere  irgendwo  eine  Ver- 
nachlässigung der  Dicken  der  Linsen  zu  gestatten,  auf  die  für 
den  Rau  achromatischer  Objective  aufgestellten  Principe  von 
Euler,  Klügel,  Littrow,  Barlow,  Herschel,  Gauss 
und  auf  einige  andere  von  mir  selbst  angegebene  Principe  für 
zweifache  und  dreifache  achromatische  Objective  strenge  theo- 
retische Entwickelungen  gegründet,  und  dieselben  überall  so 
weit  fortgeführt,  dass  die  Gleichungen,  in  denen  die  Bedin- 
gungen des  Problems  ausgedrückt  sind , vollständig  entwickelt 
zur  numerischen  Auflösung  vorliegen.  Numerische  Rechnun- 
gen sind  in  diesem  zweiten  Theile,  über  welchen  ich  übrigens 
in  seiner  besonderenVorrede  noch  mehr  als  mir  hier  der  Raum 
gestattet  zu  sagen  haben  werde,  nur  an  ein  Paar  Orten  bloss 
als  Beispiele  mitgetheilt  worden,  weil  ich  die  Ueberzeugung 
gewonnen  habe,  dass  die  vollständige  Mittheilung  derselben, 
welche  nöthig  ist,  wenn  diese  Rechnungen  ihrem  eigentlichen 
Zwecke,  die  Grundlage  für  ein  sicheres  Urtheil  über  die  grös- 
sere oder  geringere  Vollkommenheit  der  nach  verschiedenen 
Principen  gebauten  achromatischen  Objective  zu  bilden,  und 
zu  ganz  unzweideutigen  Resultaten  hierüber  zu  führen,  gehörig 
entsprechen  sollen,  eine  besondere  Abtheilung  dieses  Werks 
für  sich  in  Anspruch  nehmen  wird,  welche  ich  auch  dem  zwei- 
ten Theile  in  möglichst  kurzer  Frist  werde  folgen  lassen  kön- 
nen, weil  ich  mich  der  Hoffnung  hingeben  darf,  dass  ich  mich 
bei  der  vollständigen  Durchführung  dieser  beschwerlichen 
Rechnungen  einiger  Unterstützung  zu  erfreuen  haben  werde. 
Auch  soll  in  dieser  Abtheilung  darauf  Bedacht  genommen  wer- 
den, die  Rechnungen,  wo  es  irgend  thunlich  ist,  durch  Tafeln 
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zu  erleichtern,  wodurch  ßarlow  bekanntlich  die  Resultate 
der  Herschel’schen  Theorie  den  Künstlern  so  sehr  zur  Anwen- 
dung' empfohlen  hat. 

In  gleich  vollständiger  W eise  soll  späterhin  die  Theorie  der 
Oculare  bearbeitet  werden;  eine  besondere  Abtheilung  denke 
ich  der  Entwickelung  der  verschiedenen  für  die  Praxis  so  wich- 


tigen .Methoden  zur  Bestimmung  derßrcchungsverhaltnisse,  der 
Brennweiten  und  Krümmungshalbmesser  der  Spiegel  und  Linsen, 
der  VergrüsSerung  der  Fernrohre  und  Mikroskope,  u.  s.  w.  zu 
widmen;  und  endlich  holle  ich  noch,  die  älteren  Wege  völlig 
verlassend,  die  ganze  Theorie  der  optischen  Instrumente  aus 
weit  umfassenderen  Gesichtspunkten,  als  dies  überhaupt  bis 
jetzt  geschehen  ist,  darzustellen,  und  dabei  zugleich  verschie- 
dene Punkte  zur  Sprache  zu  bringen  und  einer  genauen  Erörte- 
rung zu  unterwerfen,  auf  welche  von  einigen  neueren  Schrift- 
stellern, wie  z.  B.  von  (laus  s,  Schleier  in  a c h e r und  Petz- 
val, mit  Recht  die  Aufmerksamkeit  hingelenkt  worden  ist.  Zu- 
nächst schien  mir,  w as  ich  hier  absichtlich  w iederholt  bemerke, 
insbesondere  eine  Vervollkommnung  der  Theorie  der  achro- 
matischen Objective  nach  den  bisherigen  Ansichten,  so  wie  ich 
dieselbe  in  dem  zweiten  Theile  zu  geben  versucht  habe,  ße- 
dürfniss  zu  sein  und  den  Anforderungen,  welche  die  Praxis 
an  die  Theorie  zu  machen  berechtigt  ist,  für  jetzt  am  meisten 
zu  entsprechen. 

Ob  cs  mir  späterhin  möglich  sein  wird,  auch  die  physika- 
lische Theorie  des  Lichts,  wie  es  allerdings  mein  Wunsch  ist, 
in  den  Kreis  dieser  optischen  Untersuchung  zu  ziehen,  muss 
ich  für  jetzt  noch  dahin  gestellt  sein  lassen,  und  nur  die  Zeit 
und  die  Umstände  können  darüber  entscheiden. 


Greifswald , 
im  Februar  1846. 


Der  Verfasser. 
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Erstes  Kapitel. 

D i e G rundgese  t z e. 

§.  1. 

Wenn  das  Auge  von  einem  Licht  aussendenden  Punkte  bloss 
durch  ein  und  denselben  homogenen  durchsichtigen,  d.  h.  dem 
Lichte  einen  ungehinderten  Durchgang  verstauenden,  Körper,  oder, 
wie  man  zu  sagen  pflegt,  bloss  durch  ein  und  dasselbe  homogene 
durchsichtige  Mittel  oder  Medium  getrennt  ist;  so  bleibt  dieser 
Punkt,  wie  die  gemeinsten  Erfahrungen  lehren,  dem  Auge  nur  so 
lange  sichtbar,  als  die  gerade  Linie,  welche  den  leuchtenden 
Punkt  mit  dem  Augensterne  verbindet,  durch  keinen  undurchsich- 
tigen, d.  h.  dem  Lichte  einen  ungehinderten  Durchgang  nicht  ver- 
stauenden, Körper  unterbrochen  wird.  Wenn  man  ferner  durch 
ein  möglichst  kleines  Loch  in  dem  Fensterladen  eines  verfinsterten 
Zimmers  in  das  letztere  Sonnenlicht  treten  lässt,  so  bemerkt  man 
auf  das  Deutlichste,  dass  der  durch  die  stetige  Folge  der  erleuch- 
teten, in  der  das  Zimmer  erfüllenden  Luft  schwimmenden  Staub- 
theilchen  bezeichnte  Weg  des  eintretenden  Lichts  eine  gerade 
Linie  ist.  Diese  und  ähnliche  sich  leicht  darbietende  Erschei- 
nungen führen  uns  unmittelbar  zu  dem  folgenden  ersten , allen  un- 
seren späteren  Untersuchungen  zur  hauptsächlichsten  Grundlage 
dienenden  Grundgesetze  der  ganzen  Lehre  vom  Lichte  oder  der 
Optik  im  weitesten  Sinne  des  Worts: 

Erstes  Grundgesetz  der  Optik.  Die  Wege  des  in 
einem  und  demselben  homogenen  durchsichtigen 
Körper,  Mittel  oder  Medium  sich  bewegenden  Lichts 
sind  jederzeit  gerade  Linien,  welche  im  Allgemeinen 
mit  dem  Namen  Lichtstrahlen  belegt  werden. 


Wenn  man  einen  durch  eine  möglichst  kleine  Oeffnung  in  dem 
Fensterladen  eines  verfinsterten  Zimmers  in  das  letztere  tretenden 

^ •}? 


Lichtstrahl  auf  eine  möglichst  glatt  polirte  ebene  Flache  fallen 
lasst,  so  findet  man,  dass  der  geradlinige  Weg  des  Strahls  unter- 
brochen wird,  und  derselbe  aus  zwei  auf  derselben  Seite  der  in 
Rede  stehenden  ebenen  Fläche  liegenden  Strahlen,  welche  aber 
eigentlich  nur  als  zwei  Theile  eines  und  desselben  Strahls  zu  be- 
trachten sind,  zu  bestehen  scheint,  die  in  dem  Punkte,  in  welchem 
die  polirte  Ebene  von  dem  auf  sie  fallenden  Strahle  getroffen  wird, 
einen  Winkel  mit  einander  einschliessen.  Diese  Erscheinung  nennt 
man  die  Zurück werfung  oder  Reflexion  des  Lichts,  und 
jede  möglichst  glatt  polirte  ebene  oder  krumme  Fläche  wird  ein 
Spiegel  genannt,  wobei  man,  was  für  das  Folgende  wichtig  ist, 
nicht  ausser  Acht  zu  lassen  hat,  dass  man  bei  einem  krummen 
Spiegel  offenbar  immer  bloss  den  unendlich  kleinen  Theil  oder  das 
unendlich  kleine  Element  desselben  in  der  Nähe  des  Punktes,  in 
welchem  der  Spiegel  von  dem  auf  ihn  fallenden  Strahle  getroffen 
wird,  oder,  da  ein  jedes  solches  unendlich  kleines  Element  als 
eben  betrachtet  werden  kann,  die  den  Spiegel  in  dem  in  Rede 
stehenden  Punkte  berührende  Ebene  als  die  spiegelnde  Fläche  zu 
betrachten  braucht,  wodurch  also  die  Betrachtung  eines  jeden 
krummen  Spiegels  unmittelbar  auf  die  Betrachtung  eines  ebenen 
Spiegels  reducirt  wird.  Der  Theil  des  Strahles  von  seinem  Aus- 
gangspunkte bis  zu  dem  Punkte,  in  welchem  der  Spiegel  von  dem 
Strahle  getroffen  wird,  heisst  der  einfallende  Strahl,  und  der 
in  Rede  stehende  Punkt  wird  der  Finfallspunkt  genannt;  den 
anderen  von  dem  Finfallspunkte  ausgehenden  Theil  des  Strahls 
nennt  man  den  zurückgeworfenen  Strahl,  oder  auch  den 
reflecUrten  Strahl.  Das  in  dem  Finfallspunkte  auf  den  Spie- 
gel auf  der  nämlichen  Seite  desselben,  auf  welcher  der  einfallende 
und  der  zurückgeworfene  Strahl  liegen,  errichtete  Perpendikel 
heisst  das  Finfallslo  th,  und  die  beiden  90°  nicht  übersteigen- 
den Winkel,  welche  der  einfallende  und  zurückgeworfene  Strahl 
mit  dem  Einfallslose  einschliessen,  werden  respeclive  der  Ein- 
fallswinkel und  der  Zur ück wer fungs Winkel  oder  Refle- 
xionswinkel genannt. 

Um  die  Gesetze  der  Zuriickwerfung  des  Lichts  auf  eine  mög- 
lichst einfache  Weise  durch  Versuche  zu  erforschen,  nehme  man 
eine  etwa  die  Form  eines  Rechtecks  habende  ebene  Fläche  ABCD 
(Fig.  1.),  auf  welcher  um  einen  Punkt  0 in  der  Seite  AB  als 
Mittelpunkt  ein  etwa  in  Viertelgrade  eingelheilter  Halbkreis  beschrie- 
ben ist,  und  bringe  diese  Ebene  in  eine  solche  Lage,  dass  die 
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Seite  AB  derselben  in  die  bei  dem  in  einem  verfinsterten  Zimmer 
anzustellenden  Versuche  gebrauchte  spiegelnde  Ebene,  der  Mittel- 
punkt 0 des  eingetheilten  Halbkreises  mit  dem  Einfallspunkte  zu- 
sammen fällt,  und  der  einfallende  und  zurückgeworfene  Strahl  auf 
der  Ebene  AB  CD  als  helle  gerade  Linien  sich  darstellen.  Unter- 
sucht man  unter  diesen  Voraussetzungen  die  Lage  der  Ebene 
AB  CD  gegen  die  spiegelnde  Ebene  etwa  nur  mit  Hülfe  eines  ge- 
wöhnlichen rechtwinkligen  Dreiecks  von  Holz,  so  wird  man  al- 
lemal, unter  welchen  Verhältnissen  man  den  Versuch  auch  an- 
stellen mag,  finden,  dass  die  beiden  Ebenen  auf  einander  senk- 
recht stehen,  und  folglich  der  einfallende  Strahl,  das  Einfallslos 
und  der  zurückgeworfene  Strahl  jederzeit  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen.  Misst  man  aber  ferner  an  dem  eingetheilten  Kreise 
den  Einfallswinkel  und  den  Zurückwerfungswinkel  oder  Reflexions- 
winkel, so  wird  sich  bei  allen  Versuchen  auf  völlig  unzweideutige  Weise 
die  Gleichheit  dieser  beiden  Winkel  ergeben,  woraus,  weil  der 
einfallende  und  der  zurückgeworfene  Strahl  wenigstens  im  Allge- 
meinen nicht  zusammenfallen  und  immer  auf  einer  und  derselben 
Seite  der  spiegelnden  Ebene  liegen,  zugleich  auch  von  selbst  folgt} 
dass  das  Einfallslos  immer  zwischen  dem  einfallenden  und  dem 
zurückgeworfenen  Strahle  liegt.  Hiernach  lässt  sich  nun  das  Gesetz 
der  Zurückwertung  oder  Reflexion  des  Lichts  als  das  zweite  Grund- 
gesetz der  Optik  auf  folgende  Art  aussprechen: 

Zweites  Grundgesetz  der  Optik.  Bei  der  Zurück- 
werfung  oder  Reflexion  des  Lichts  liegen  der  einfal- 
lende und  der  zurückgeworfene  Strahl  jederzeit  auf 
einer  und  derselben  Seite  der  spiegelnden  Fläche; 
in  der  durch  diese  beiden  Strahlen  bestimmtenEbene 
liegt  zwischen  denselben  auch  das  Ei n falls lo th,  und 
der  Einfallswinkel  ist  immer  dem  Zurückwerfungs- 
winkel oder  dem  Reflexionswinkel  gleich. 

Der  Theil  der  Optik,  welcher  sich,  von  diesem  zweiten  Grund- 
gesetze ausgehend,  mit  der  genauen  Entwickelung  aller  der  Ge- 
setze beschäftigt,  nach  welchen  die  von  der  Zurückwerfung  oder 
Reflexion  des  Lichts  hervorgebrachten  Erscheinungen  erfolgen, 
heisst  die  Katoptrik. 

Die  Versuche,  welche  uns  vorher  zu  dem  obigen  Grundge- 
setze der  Zurückwerfung  des  Lichts  geführt  haben,  sind  ziemlich 
roh,  aber  absichtlich  von  uns  gewählt  worden,  weil  der  durch 
sie  dargebotene  Weg  jedenfalls  der  leichteste  und  unmittelbarste 
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Weg  ist,  auf  welchem  man  zu  diesem  Gesetze  gelangen  kann. 
Wir  Wüllen  nun  aber  noch  andere  Mittel  angeben,  durch  welche 
man  denselben  Zweck  auf  genauere  Weise  zu  erreichen  im  Stande 
ist,  auch  ohne  eines  verfinsterten  Zimmers  zu  bedürfen,  welches 
aber,  wie  wir  uns  späterhin  noch  zu  überzeugen  Gelegenheit  ha- 
ben werden,  für  viele  optische  Versuche  ein  sehr  wichtiges,  oft 
unentbehrliches  Hülfsmitlel  ist. 

Der  berühmte  Optiker  Gaucho  ix  hat  folgenden  in  Fig.  2. 
abgebildeten  Apparat  zur  Erläuterung  der  obigen  Gesetze  der 
Zurückwerfung  des  Lichts  angegeben,  welcher  auch  bei  anderen 
Untersuchungen  zuweilen  gute  Dienste  leisten  kann.  An  einer 
auf  einem;  mit  drei  Stellschrauben  versehenen  Dreifusse  aufgestellten 
Säule  ist  ein  eingetheilter  Kreis  befestigt,  dessen  Ebene  sich  nach 
einem  Bleilothe  mit  Hülfe  der  drei  Stellschrauben  vertikal  stellen 
lässt.  In  dem  Mittelpunkte  C dieses  Kreises  ist  in  der  Richtung 
dessen  durch  den  Nullpunkt  der  Theilung  gehenden  Durchmessers 
AB  ein  ebener  Spiegel  angebracht,  welcher  sich,  nachdem  der 
Kreis  vertikal  gestellt  worden,  durch  theils  an  ihm  selbst,  theils 
an  dem  Kreise  angebrachte  Schrauben  mit  Hülfe  eines  Niveaus 
genau  horizontal,  also  senkrecht  gegen  die  Ebene  des  vertikalen 
Kreises  stellen  lässt.  An  dem  Umfange  des  Kreises  lassen  sich  zwei  auf 
seiner  Ebene  senkrecht  stehende  Läufer  verschieben,  in  denen  ge- 
nau in  gleicher  Entfernung  von  der  Ebene  des  Kreises  die  klei- 
nen Löcher  0 und  ()'  angebracht  sind , und  auf  dem  Spiegel  ist 
ein  Metallstreifen  befestigt,  dessen  eine  geradlinige  scharfe  Kante 
vom  Mittelpunkte  des  Kreises  ausgeht  und  auf  dem  Durchmesser 
AB  senkrecht  steht.  Auf  dieser  Kante  des  Metallstreifens  ist  eine 
Marke  C angebracht,  die  vom  Mittelpunkte  C des  Kreises  genau 
eben  so  weit  entfernt  ist,  wie  von  der  Ebene  desselben  die  Lö- 
cher 0 und  0' , von  denen  aus  auch  noch  auf  den  Läufern  zwei 
auf  der  Ebene  des  Kreises  senkrecht  stehende  gerade  Linien  ge- 
zogen werden  müssen,  welche  zur  Angabe  der  den  Löchern  0 
und  0'  als  deren  Projectionen  auf  der  Ebene  des  Kreises  entspre- 
chenden Punkte  der  Theilung  des  Limbus  dienen.  Führt  man  nun, 
nachdem  die  Ebene  des  Kreises  genau  vertikal,  die  Ebene  des 
Spiegels  genau  horizontal  gestellt  worden  ist,  den  Läufer  0 auf 
einen  beliebigen  Punkt  der  Theilung,  stellt  ihn  in  dieser  Lage  fest, 
verschiebt  dann  den  Läufer  ()'  so  lange,  bis  man,  durch  das  Loch 
0 sehend,  das  Loch  0 durch  Reflexion  von  dem  Spiegel  erblickt, 
und  stellt  den  Läufer  0'  in  dieser  Lage  fest;  so  wird  man  immer 
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1)  das  Loch  0 genau  auf  der  oben  durch  C bezeichneten  Marke 
wahrnehmen,  so  dass  das  Bild  des  Lochs  0 mit  der  Marke  C 
zusammenzufallen  scheint;  und  wenn  man  2)  die  beiden  spitzen 
Winkel  auf  dem  eingetheilten  Limbus  des  Kreises  abliest,  welche 
die  Projeclionen  der  Linien  CO  und  CO'  auf  der  Ebene  des 
Kreises  mit  dem  Durchmesser  AB  einschliessen,  so  wird  man  jeder- 
zeit finden,  dass  diese  beiden  Winkel  einander  gleich  sind.  Dass 
hierin  die  obigen  Gesetze  der  Zurückwerfung  des  Lichts  vollstän- 
dig ausgesprochen  sind,  geht  aus  der  vorher  beschriebenen  Ein- 
richtung des  Instruments  ohne  weitere  Erläuterung  ganz  von  selbst 
hervor. 

Eine  andere  Methode,  sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Gesetze 
zu  versichern,  kommt  auf  das  Folgende  zurück.  Eine  mit  den 
nöthigen  Stellschrauben  versehene  spiegelnde  Ebene  MN  (Fig.3.) 
bringe  man  mit  Hülfe  eines  Niveaus  genau  in  eine  horizontale 
Lage,  und  stelle  die  Ebene  eines  eingetheilten  Kreises,  um  dessen 
Mittelpunkt  C eine  Alhidade  beweglich  ist,  mit  Hülfe  der  dazu 
nöthigen  Stellschrauben  und  eines  Lothes  so , dass  der  auf  dem 
durch  den  Nullpunkt  A der  Theilung  gehenden  Durchmesser  AB 
senkrecht  stehende  Durchmesser  Ä B'  genau  vertikal,  der  Durch- 
messer AB  also  genau  horizontal  ist.  Die  Alhidade  trägt  an  ihren 
Enden  zwei  auf  ihrer  Ebene,  und  also  auch  auf  der  Ebene  des 
Kreises  senkrecht  stehende  Dioptern,  von  denen  jede  mit  einem 
kleinen  Loche  versehen  ist,  welches  so  angebracht  sein  muss, 
dass  die  beiden  Löcher  von  der  Ebene  der  Alhidade,  und  also 
auch  von  der  Ebene  des  Kreises,  gleich  weit  entfernt  sind,  und 
die  Projection  der  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Löcher  be- 
stimmten geraden  Linie  auf  der  Ebene  der  Alhidade,  welche  auf 
dieser  Ebene  durch  eine  eingerissene  gerade  Linie  bezeichnet  sein 
muss,  durch  den  Mittelpunkt  des  eingetheilten  Kreises  geht.  Ist 
nun  S ein  beliebiger  Licht  aussendender  Punkt,  so  gebe  man, 
wozu  die  nöthigen  Vorrichtungen  angebracht  sein  müssen,  der 
Ebene  des  Kreises  durch  Drehung  um  den  vertikalen  Durchmesser 
Ä B\  und  der  Alhidade  durch  Drehung  um  den  Mittelpunkt  C eine 
solche  Lage,  dass  man,  durch  das  eine  der  Löcher  in  den  Dioptern 
hindurch  sehend,  den  Punkt  S genau  in  der  Mitte  des  anderen 
Lochs  erblickt,  stelle  in  dieser  Lage  die  Ebene  des  Kreises  und 
die  Alhidade  fest,  und  lese  auf  dem  Limbu^  die  Grösse  des  Win- 
kels ACS  ab.  Dann  wird  es  immer  möglich  sein,  durch  blosse 
Drehung  der  wieder  gelösten  Alhidade  um  den  Mittelpunkt  C,  ohne 
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die  Ebene  des  Kreises  im  Geringsten  zu  verrücken,  indem  man 
immer  durch  dasselbe  Loch  wie  vorher  hindurch  sieht,  das  von 
der  spiegelnden  Ebene  relleclirte  Bild  S'  des  Punkts  S genau  in 
die  Mitte  des  Lochs  in  der  anderen  Diopter  zu  bringen , woraus 
sich  in  Folge  der  vorher  beschriebenen  Einrichtung  und  Aulstellung 
der  Apparate  ganz  von  selbst  ergiebt,  dass  der  einfallende  und 
zurückgeworfene  Strahl  in  einer  auf  der  spiegelnden  Ebene  senk- 
recht stehenden  Ebene  liegen.  Zugleich  wird  man  auch  bei  der 
zweiten  Lage  der  Alhidade  auf  dem  Liuibus  die  Grosse  des  Win- 
kels ACS  ablesen  können.  Denkt  man  sich  nun  den  horizonta- 
len Durchmesser  Ali  über  A hinaus  verlängert,  so  erhellet  aus 
den  einfachsten  geometrischen  Sätzen  auf  der  Stelle  die  Richtig- 
keit der  Gleichungen: 

SS'M  = zl  ACS  + ^CSS 

und 

Zl  CS'N  = zlACS' . 

Hat  man  aber  den  Punkt  S'  auf  der  spiegelnden  Ebene,  und  vor 
der  gleich  nachher  in  Anspruch  zu  nehmenden  Entfernung  des  Win- 
kelmessers aus  seiner  ursprünglichen  Stelle  auch  die  Lage  seines 
Mittelpunkts  C auf  irgend  eine  möglichst  kenntliche  Weise  bezeich- 
net, so  wird  man,  indem  man  den  Mittelpunkt  des  Winkelmessers 
in  dem  Punkte  S aufstellt,  immer  auch  den  Winkel  CSS  zu  mes- 
sen im  Stande  sein.  Man  kann  indess  auch  der  Bequemlichkeit 
wegen  den  leuchtenden  Punkt  S so  weit  von  dem  Mittelpunkte  C 
des  Kreises  bei  seiner  ersten  Aufstellung  entfernt  annehmen,  dass 
man  den  Winkel  CSS'  seiner  Kleinheit  wegen  ohne  merklichen 
Fehler  als  verschwindend  betrachten  kann,  wo  dann  eine  zweite 
Aufstellung  des  Kreises  Behufs  der  Messung  des  Winkels  CSS' 
nicht  weiter  nöthig  ist.  In  jedem  Falle  wird  es  aber,  wie  man 
hieraus  sieht,  immer  möglich  sein,  die  Grösse  der  beiden  Winkel 
SS' Al  und  CS'A  zu  bestimmen,  und  unter  allen  Verhältnissen  wird 
sich  aus  solchen  Messungen  die  Gleichheit  dieser  beiden  Winkel 
stets  auf  die  unzweideutigste  Weise  ergeben. 

Die  vorhergehenden  Methoden,  die  Gesetze  der  Reflexion  des 
Lichts  zu  erforschen,  setzen  den  Gebrauch  eingetheilter  Kreise 
voraus,  und  möchten  deshalb  nicht  so  einfach  sein  als  die  fol- 
gende bis  jetzt,  so  viel  mir  bekannt  ist,  anderwärts  noch  nicht 
angegebene  Methode,  welche  den  Gebrauch  eines  Winkelmessers 
gar  nicht  in  Anspruch  nimmt.  Auf  einer  Ebene,  die  wir  E nen- 
nen wollen,  ziehe  man  zwei  in  einem  Punkte  0 (Fig.  4.)  sich 
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schneidende  beliebige  gerade  Linien  AB  und  Ä B\  und  errichte  in 
deren  Endpunkten  vier  feine,  auf  der  Ebene  E senkrecht  stehende 
etwas  lange  Stifte  A)B^Ar)B\  Ferner  verschaffe  man  sich  eine 
spiegelnde  Ebene,  die  etwa  die  Form  eines  Rechtecks  haben  kann, 
und  sich  mittelst  eines  Kusses  senkrecht  auf  der  Ebene  E auf- 
stellen lässt.  Die  Höhe  dieser  spiegelnden  Ebene  betrage  nur  etwa 
die  Hälfte  von  der  Höhe  der  Stifte  A,  B , A\  //,  und  auf  derselben 
sei  eine  auf  ihrer  Basis  senkrecht  stehende  und  durch  deren  Mit- 
telpunkt gehende  gerade  Linie  gezogen,  die  wir  durch  mn  be- 
zeichnen wollen.  Auf  dieser  Linie  mn  und  auf  den  vier  Stiften 
A,B , Ä,  B'  seien  genau  in  gleicher  Höhe  über  der  Ebene  E auf  mög- 
lichst kenntliche  Weise  feine  Marken  (i  und  a , b,  a , 1/  angebracht, 
von  denen  die  vier  letzteren  auch  zweckmässig  in  feinen  durch  die 
Stifte  gebohrten  Löchern  bestehen  können.  Nun  stelle  man  die 
spiegelnde  Ebene  senkrecht  auf  der  Ebene  E so  auf,  dass  der  Mittel- 
punkt ihrer  Basis  MN  mit  dem  Punkte  0 zusammenfällt,  und  gebe 
derselben  mittelst  sanfter  Drehung  um  den  Punkt#  eine  solcheLage, 
dass,  wenn  man,  das  Auge  hinter  den  Stift  A haltend,  nach  dem  Stifte 
2>  visirt,  die  Stifte  A,  B,  das  von  der  spiegelnden  Ebene  reflectirle 
Bild  des  Stifts  Ä,  und  die  Linie  mn  sich  decken,  was  immer  mög- 
lich sein  wird.  Bringt  man  das  Auge  hinter  dem  Stifte  A in  eine 
solche  Lage,  dass  die  Marken  a und  ft  sich  decken,  so  wird  man 
immer  finden,  dass  auch  das  von  der  spiegelnden  Ebene  reflec- 
tirte  Bild  der  Marke  a mit  ft  zusammenfällt,  woraus  sich  zuvör- 
derst der  erste  Theil  des  Gesetzes  der  Zurückwerfung  des  Lichts 
auf  unzweideutige  Weise  ergiebt,  dass  nämlich  der  einfallende 
und  der  zurückgeworfene  Strahl  immer  in  einer  auf  der  spiegeln- 
den Ebene  senkrecht  stehenden  Ebene  liegen.  Ohne  jetzt  die 
Lage  der  spiegelnden  Ebene  im  Geringsten  zu  verändern,  halte 
man  das  Auge  nun  hinter  den  Stift  Ä und  visire  nach  B\  so 
wird  man  jederzeit  finden,  dass  die  Stifte  A',  B\  das  von  der 
spiegelnden  Ebene  reflectirte  Bild  des  Stiftes  A. , und  die  Linie 
mn  sich  decken,  woraus  sich  die  folgenden  Schlüsse  ziehen  las- 
sen. Zuvörderst  ist  klar,  dass  A,  B,  Ä und  mn  ganz  dieselbe 
Lage  gegen  einander  haben  wie  Ä,  B',  A und  mn.  Nach  dem 
Vorhergehenden  sind  nun,  man  mag  das  Auge  hinter  A oder  hin- 
ter Ä halten,  die  Erscheinungen  in  Bezug  auf  A,  B , A',  mn  und 
in  Bezug  Ä,  B',  A,  mn  völlig  dieselben,  und  können  also  natür- 
lich auch  nur  ganz  unter  denselben  Verhältnissen  oder  Bedingun- 
gen hervorgerufen  werden,  d.  h.  die  spiegelnde  Ebene,  deren 


Lage  bei  beiden  Beobachtungen  völlig  dieselbe  war,  muss  nothwen- 
dig  im  ersten  Falle  ganz  dieselbe  Lage  gegen  die  Linie  OAt  wie 
im  zweiten  Falle  gegen  die  Linie  Ol'  haben,  woraus  sich  die 
Gleichheit  der  beiden  Winkel  A ü M und  Ä 0 Y,  und  also  auch 
die  hieraus  unmittelbar  folgende  Gleichheit  des  Einfallswinkels  und 
des  Zurückwerfungswinkels  oder  der  zweite  Theil  des  Gesetzes  der 
Zurückwerfung  des  Lichts  ergiebt.  Wie  man  auch  die  Linien  A B 
und  A'  B' auf  der  Ebene  E ziehen  mag,  so  werden  sich  doch  immer 
ganz  dieselben  Beobachtungen  wie  vorher  anstellen  lassen  und  dabei 
ganz  dieselben  Erscheinungen  wie  die  vorhergehenden  zeigen. 

§•  3. 

Man  lasse  sich  jetzt  zwei  genau  auf  einander  senkrecht  ste- 
hende ebene  Flächen,  die  etwa  aus  zwei  unter  einem  rechten 
Winkel  zusammengefügten  recht  ebenen  dünnen  Bleichen  beste- 
hen können,  und  ein  rechtwinkliges  Parallelepipedan  von  möglichst 
reinem  Glase  anfertigen.  Durch  einen  beliebigen  Punkt  der  Durch- 
schnittslinie der  beiden  ebenen  Flächen  ziehe  man  in  jeder  der- 
selben eine  auf  ihrer  gemeinschaftlichen  Durchschnittslinie  senk- 
recht stehende  gerade  Linie,  so  werden  diese  beiden  geraden  Linien 
den  Neigungswinkel  der  beiden  Ebenen  gegen  einander  bestimmen, 
und  daher  nach  der  Voraussetzung  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Auf  der  einen  dieser  beiden  geraden  Linien  lasse  man  in  der 
Ebene,  auf  welcher  dieselbe  gezogen  ist,  mehrere  feine  Löcher 
anbringen,  und  ziehe  ferner  durch  einen  beliebigen  Punkt  in  der 
einen  Kante  des  gläsernen  rechtwinkligen  Parallelepipedons  auf 
den  sich  in  dieser  Kante  schneidenden  Seitenflächen  desselben 
zwei  auf  der  in  Bede  stehenden  Kante  senkrechte  gerade  Linien. 
Hierauf  lege  man  das  Parallelepipedon  so  zwischen  die  beiden 
auf  einander  senkrecht  stehenden  Ebenen,  dass  die  beiden  Punkte, 
in  denen  die  der  vorhergehenden  Kante  parallelen,  und  mit  dieser 
Kante  in  denselben  Seitenflächen  liegenden  Kanten  des  Parallelepi- 
pedons von  den  beiden  auf  demselben  gezogenen  geraden  Linien 
getroffen  werden,  in  die  auf  den  auf  einander  senkrecht  stehenden 
Ebenen  gezogenen  geraden  Linien  hinein  fallen,  wonach  also  die 
beiden  auf  den  auf  einander  senkrecht  stehenden  Ebenen  und  die 
beiden  auf  dem  Parallelepipedon  gezogenen  geraden  Linien  in 
einer  auf  der  Durchschnittslinie  der  beiden  auf  einander  perpendi- 
kulären Ebenen  senkrecht  stehenden  Ebene  liegen  werden,  welche 
in  der  leicht  durch  sich  selbst  verständlichen  Fig.  5.  durch  dieEbene 
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des  Papiers  dargestellt  sein  soll.  Nun  lasse  man  in  einem  ver- 
finsterten Zimmer  durch  das  möglichst  kleine  Loch  G in  der  Li- 
nie Ab)  wobei  alle  übrigen  auf  dieser  Linie  angebrachten  Löcher 
verdeckt  sein  müssen,  einen  Lichtstrahl  auf  das  gläserne  Parallelepi- 
pedon  fallen,  wozu  man  sich,  um  fremdes  Licht  möglichst  abzu- 
halten , am  besten  einer  nur  auf  der  einen  Seite  mit  einer  ebenen 
Glasfläche  verschlossenen,  sonst  überall  von  undurchsichtigen  Wän- 
den umgebenen  Laterne  bedienen  kann,  welche  man  in  eine  solche 
Lage  bringt,  dass  die  Glaswand  mit  der  Ebene,  in  welcher  das 
Loch  G angebracht  ist,  zusammenfällt,  so  dass  aber  natürlich  das 
Loch  G noch  von  der  Glaswand  der  Laterne  bedeckt  wird,  und 
ordne,  was  immer  möglich  sein  wird,  den  Versuch  so  an,  dass 
das  Parallelepipcdon  von  dem  durch  das  Loch  G einfallenden 
Strahle  in  einem  Punkte  II  der  auf  seiner  obern  Seitenfläche  ge- 
zogenen geraden  Linie  CI)  getroffen  wird,  dieser  Strahl,  nachdem 
er  bei  II  in  das  Parallelepipedon  getreten,  in  einem  gewissen 
Punkte  / der  einen  der  beiden  auf  der  obern  Seitenfläche  senkrecht 
stehenden  Seitenflächen  des  Parallelepipedons  aus  demselben  wie- 
der heraustritt , und  dann  ferner  in  einem  gewissen  Punkte  K 
die  der  beiden  auf  einander  senkrecht  stehenden  Ebenen,  auf 
welcher  das  Parallelepipedon  aufgestellt  worden  ist,  trifft. 

Dann  wird  man  zuerst  auf  der  Stelle  die  Bemerkung  machen, 
dass  die  als  leuchtende  Punkte  sich  darstellenden  Punkten  1 und  K 
jederzeit  in  den  auf  dem  Parallelepipedon  und  der  einen  der  bei- 
den auf[  einander  senkrecht  stehenden  Ebenen  gezogenen  geraden 
Linien  BC  und  AE  liegen,  woraus  sich  in  Folge  des  Vorherge- 
henden ergiebt,  dass  die  Punkte  G,  II,  I K immer  in  einer  und 
derselben  auf  den  Seitenflächen  des  Parallelepipedons,  in  denen 
die  aus  dem  Obigen  bekannten  geraden  Linien  gezogen  worden 
sind,  senkrecht  stehenden  Ebene  liegen.  Zugleich  aber  wird  sich 
hierbei  jederzeit  zeigen,  dass  die  Linien  GH,  HI,  IK  nie  in  ei- 
ner geraden  Linie  liegen,  sondern  dass  sowohl  GH  und  III  bei 
H , als  auch  III  und  IK  bei  / einen  Winkel  mit  einander  ein- 
schliessen. 

Misst  man  ferner  mit  einem  Maassstabe,  der  aber  auch  zweck- 
mässig auf  den  beiden  auf  einander  senkrecht  stehenden  Ebenen 
und  auf  den  Seitenflächen  des  Parallelepipedons  selbst  angebracht 
sein  kann,  die  Linien  DG,  DII,  CH,  CI,  BI,  BK,  so  kann  man 
in  den  Dreiecken  DGH,  CHI,  B IK  die  in  der  Figur  durch  9 ^ 
bezeichneten  Winkel  mittelst  der  Formeln 
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, DH  CH  BK 

tmg cp  — — _ f tangty~—y  tangx  — — 


leicht  berechnen.  Bestimmt  man  dann  die  Sinus  und  Cosinus  die- 
ser Winkel  oder  deren  Logarithmen,  so  wird  man  immer  finden, 
dass  wenigstens  mit  grosser  Annäherung,  und  zwar  jederzeit 
desto  genauer,  je  mehr  Sorgfalt  man  auf  die  Anstellung  der  Ver- 
suche verwandt  hat, 


sin  cp  cos  x 

sin  ip  cos'ip 

oder 

log  sin  cp  — log  sin  ip  = log  cosx  — log  cos'ip, 
oder  auch 


oder 


sin  cp 
cos  % 


lang  'ip 


log  sin  cp  — log  cos  7 — log  fang  ip 

ist.  Stellt  man  aber  mehrere  Versuche  dieser  Art  unter  mög- 
lichst verschiedenen  Verhältnissen  an,  und  ermittelt  immer  den 
Werth  der  einander  gleichen  Brüche 


^ und 
sin  ip 


cos  7 
cos  ip  ’ 


oder  der  einander  gleichen  Differenzen 

log  sin  cp  — log  sinip  und  log  cos  7 — log  cosip; 

so  wird  man  immer  mit  grosser  Annäherung,  und  zwar  wieder 
jederzeit  desto  genauer,  mit  je  grösserer  Sorgfalt  die  Versuche 
angestellt  worden  sind,  für  diese  einander  gleichen  Brüche,  oder 
diese  einander  gleichen  logarithmischen  Differenzen,  denselben 
Werth  finden,  so  dass  man  also  diese  Werlhe  als  constante  Grös- 
sen zu  betrachten  berechtigt  sein  wird.  Man  findet  nämlich  je- 
derzeit nahe 


sin  cp 
si?i  ip 


cos  x _ 3 
cos  ip  2 


oder  genauer 

sin  cp  cos  7 _ 17 

sinip  cosip  11 


Die  merkwürdige  und  wichtige  Erscheinung,  welche  wir  im 
Vorhergehenden  kennen  gelernt  haben,  dass  nämlich  ein  Strahl  bei 
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seinem  Uebergange  ans  Luft  in  Glas  oder  aus  Glas  in  Luft  von 
seinem  geradlinigen  Wege  abgelenkt  wird,  eine  Erscheinung,  wel- 
che sich,  wie  vielfache  Versuche  gelehrt  haben,  unter  gewis- 
sen Bedingungen  überhaupt  jederzeit  zeigt,  wenn  ein  Lichtstrahl 
aus  einem  durchsichtigen  Körper  in  einen  andern  durchsichtigen 
Körper  von  verschiedener  Dichtigkeit  übergeht , nennt  man 
die  Brechung  oder  Refraclion  des  Lichts.  Der  Theil  des 
Strahls  von  seinem  Ausgangspunkte  bis  zu  dem  Punkte,  in  wel- 
chem von  demselben  die  Fläche,  welche  die  beiden  durchsichti- 
gen Körper  von  einander  trennt,  getroffen  wird,  heisst  der  ein- 
fallende Strahl,  und  der  in  Rede  stehende  Punkt  wird  der 
Einfallspunkt  genannt;  der  andere  von  dem  Einfallspunkte 
ausgehende  Theil  des  Strahls  heisst  der  gebrochene  Strahl. 
Die  durch  den  Einfallspunkt  auf  die  Fläche,  welche  die  beiden 
durchsichtigen  Körper  von  einander  trennt,  senkrecht  gezogene 
gerade  Linie  heisst  das  Einfallsl o th,  und  die  beiden  90°  nicht 
übersteigenden  Winkel,  welche  der  einfallende  und  gebrochene 
Strahl  mit  dem  Einfallslothe  einschliessen,  werden  respective 
der  Einfallswinkel  und  der  Brechungswinkel  oder  Re- 
fracti  o ns  Winkel  genannt.  Die  Versuche  zeigen  auch,  dass 
der  einfallende  und  der  gebrochene  Strahl  immer  auf  verschiede- 
nen Seiten  des  Einfallsloths  liegen. 

Wenn  man  sich  in  II  und  I die  Einfallslothe  auf  die,  Glas 
und  Luft  von  einander  trennenden  Flächen,  welche  hier  Ebenen 
sind,  errichtet  denkt,  und  nur  überlegt,  dass  offenbar  für  die  bei 
II  stattfindende  Brechung  bei  dem  Uebergange  aus  Luft  in  Glas 
der  Einfallswinkel  und  der  Brechungswinkel  respective  cp  und  i', 
für  die  bei  / stattfindende  Brechung  bei  dem  Uebergange  aus  Glas 
in  Luft  der  Einfallswinkel  und  der  Brechungswinkel  respective 
90°  — und  90°  — % sind,  und  dass  nach  dem  Obigen 

sin  cp  __  sin  (90°  — % ) ^ sin  (90°  — V) 

sin  ip  sin  (90°  — ifj)  sin  (90°  — %) 

eine  constante  Grösse  ist , zugleich  aber  überhaupt  alle  bei  der 
Brechung  nach  dem  Obigen  sich  zeigenden  Erscheinungen  zusam- 
mennimmt; so  wird  aus  dem  Vorhergehenden  leicht  erhellen,  dass 
das  Gesetz  der  Brechung  oder  Refraction  des  Lichts  als  das  dritte 
Grundgesetz  der  Optik  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden 
kann : 

Drittes  Grundgesetz  der  Optik.  Bei  der  Bre- 
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chung  oder  Refraction  des  Lichts  liegen  der  ein  fal- 
len de  und  der  gebrochene  Strahl  jederzeit  auf  entge- 
gengesetzten Seiten  der  die  beiden  durchsichtigen 
Körper  von  einander  trennenden  Fläche;  in  der  durch 
diese  beiden  Strahlen  bestimmten  Ebene  liegt  zwi- 
schen denselben  auch  das  Einfallslol  h,  und  für  jede 
zwei  durchsichtige  Körper  ist  der  Bruch  oder  Quo- 
tient, welchen  man  erhält,  w e n n m an  den  Sinus  des 
Einfallswinkels  durch  den  Sinus  des  Brechungswin- 
kels dividirt,  so  lange  constant,  als  der  ein  fallende 
und  gebrochene  Strahl  in  denselben  durchsichtigen 
Körpern  liegen,  erhält  aber  seinen  reciproken  Werth, 
wenn  der  ein  fall  ende  und  der  gebrochene  Strahl  in 
den  durchsichtigen  Körpern  liegen,  in  denen  vorher 
respectivc  der  gebrochene  und  der  einfallende  Strahl 
lagen. 

Der  Bruch,  welchen  man  erhält,  wenn  man  den  Sinus  des 
Einfallswinkels  durch  den  Sinus  des  Brechungswinkels  dividirt, 
wird  das  Brechungsverhältniss  genannt;  wenigstens  wollen 
wir  diesen  Begriff  für  das  Folgende  auf  die  vorhergehende  Weise 
feststellen.  Für  Luft  und  Glas  ist  nach  dem  Obigen  das  Bre- 

17  11 

chungsverhallniss  also  — oder  — , jenachdem  der  Strahl  aus  Luft 

in  Glas  oder  aus  Glas  in  Luft  übergeht.  Bezeichnen  wir  über- 
haupt den  Einfallswinkel  durch«,  den  Brechungswinkel  durch«!, 
so  ist 

sin  co 
sin  co , 

das  Brechungsverhältniss,  und  setzen  wir  nun 

sin  co  1 , 

— = - , also  sin  co.  = u sin  co; 

sin  cj1  fi 

so  ist  fi  für  dieselben  durchsichtigen  Körper,  so  lange  auch  der 
einfallende  und  der  gebrochene  Strahl  in  denselben  durchsichti- 
gen Körpern  liegen,  eine  constanle  Grösse. 

Wenn  wir  oj  = 0 setzen,  d.  h.  den  einfallenden  Strahl  mit 
dem  Einfallslothe  zusammenfallen  lassen,  so  ist  wegen  der  Glei- 
chung sin  «,  — fi  sin  co  auch  «,  — 0,  d.  h.  auch  der  gebro- 
chene Strahl  fällt  mit  dem  Einfallslothe  zusammen,  und  es  findet 
also  in  diesem  Falle  eigentlich  gar  keine  Brechung  mehr  Statt, 
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was  auch  ganz  mit  der  Erfahrung  übereinstimmt.  Ein  gerader 
Stab  z.  B.,  den  man  in  ein  Gefäss  mit  Wasser  so  hinein  hält, 
dass  er  auf  der  Oberfläche  des  Wassers  senkrecht  steht,  erscheint 
ganz  gerade,  da  er  im  Gegentheil  aus  zwei  einen  Winkel  mit  ein- 
ander bildenden  Theiien  zu  bestehen  scheint,  wenn  man  ihn  ge- 
gen die  Oberfläche  des  Wassers  neigt. 

Wenn  man  aus  dem  Einfallswinkel  co  den  Brechungswinkel  o1 
mittelst  der  Gleichung 

sin  coj  = fi  sin  co 

bestimmt,  so  ist  diese  Bestimmung  offenbar  nur  so  lange  möglich, 
so  lange 

fi  sin  co  < 1 , d.  b.  sin  co  <C  — 

fi 

ist,  dagegen  unmöglich,  wenn 

^ 1 

sin  co  > - 

ist.  Die  Erfahrung  hat  gelehrt , dass  in  dem  letzteren  Falle  gar 
keine  Brechung  mehr  staltfindet,  sondern  dieselbe  in  eine  Re- 
flexion übergeht,  so  dass  nämlich  der  einfallende  Strahl,  ohne  aus 
dem  einen  durchsichtigen  Körper  in  den  andern  überzutreten,  an 
der  die  beiden  durchsichtigen  Körper  von  einander  trennenden 
Fläche  ganz  nach  den  bekannten  Gesetzen  der  Zurückwerfung  re- 
flectirt  wird.  Dies  ist  aber  ein  Ausnahmefall  von  dem  allgemei- 
nen Gesetze,  weicher  für  unsere  folgenden  analytischen  Unter- 
suchungen über  die  Zurückwerfung  und  Brechung  zunächst  we- 
nigstens von  keiner  Bedeutung  ist. 

Der  Theil  der  Optik,  welcher  sich,  von  dem  obigen  dritten 
Grundgesetze  ausgehend,  mit  der  genauen  Entwickelung  aller  der 
Gesetze  beschäftigt,  nach  welchen  die  von  der  Brechung  oder  Re- 
fraction  des  Lichts  hervorgebrachten  Erscheinungen  erfolgen,  heisst 
die  Dioptrik. 

§.  4. 

Im  Folgenden  werden  wir  die  Zurückwerfung  und  Brechung 
unter  einem  allgemeinen  Gesichtspunkte  zusammenfassen,  und  wol- 
len diesem  allgemeinen  Gesichtspunkte  gemäss  die  im  Vorherge- 
henden erläuterten  Begriffe  nun  auch  theilweise  etwas  anders  be- 
stimmen. 
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Wir  denken  uns  einen  Strahl,  den  ein  fallen  den  Strahl, 
welcher,  von  einem  gewissen  Punkte,  dem  Ausgangspunkte, 
ausgehend,  eine  beliebige  Fläche  in  einem  bestimmten  Punkte, 
dem  Einfallspunkte,  trifft,  und  ziehen  von  diesem  Punkte  aus, 
auf  derselben  Seite  der  in  Hede  stehenden  Fläche  mit  dem  ein- 
fallenden Strahle,  eine  auf  dieser  Fläche  senkrecht  stehende  ge- 
rade Linie,  das  E in  falls  lo  th.  ln  dem  Einfallspunkte  wird  nun 
der  einfallende  Strahl  von  seinem  ursprünglichen  geradlinigen 
Wege  in  eine  andere  gerade  Linie,  welche  wir  den  abgelenk- 
ten Strahl  nennen  wollen,  abgelenkt.  Die  von  dem  einfallen- 
den und  abgelenkten  Strahle  mit  dem  Finfallslolhe  eingeschlosse- 
nen , 180°  nicht  übersteigenden  Winkel  wollen  wir  respcctive  den 
Einfallswinkel  und  den  Ablenkungswinkel  nennen,  und 
der  Bruch,  welchen  man  erhält,  wenn  man  den  Sinus  des  Ein- 
fallswinkels durch  den  Sinus  des  Ablenkungswinkels  dividirt,  soll 
das  Ablenkungsverhältniss  genannt  werden.  Die  Ablen- 
kung geschieht  aber  immer  nach  den  folgenden  Gesetzen: 

1)  Der  einfallende  Strahl,  das  Einfallslos  und  der  abge- 
lenkte Strahl  liegen  jederzeit  in  einer  und  derselben  Ebene,  und 
der  einfallende  und  der  abgelenkte  Strahl  liegen  immer  auf  ver- 
schiedenen Seilen  des  nölhigenfalls  über  den  Einfallspunkt  hinaus 
verlängert  gedachten  Kinfallslolhs. 

2)  Das  Ablenkungsverhältniss  ist  so  lange  constant , als  so- 
wohl der  einfallende,  als  auch  der  abgclenkle  Strahl  sich  in  dem- 
selben durchsichtigen  Körper  bewegt,  erhält  aber  jederzeit  seinen 
reciproken  Werth,  wenn  der  einfallende  und  der  abgelenkte  Strahl 
sich  in  den  durchsichtigen  Körpern  bewegen,  in  denen  sich  vorher 
respeclive  der  abgclenkle  und  der  einfallende  Strahl  bewegte. 

3)  Der  einfallende  und  der  abgelenkle  Strahl  können  aber 
entweder  mit  dem  Funfallslothe  auf  einer  und  derselben  Seile  der 
von  dem  einfallcnden  Strahle  in  dem  Punfallspunkte  getroffenen 
Fläche  liegen,  oder  der  einfallende  Strahl  und  das  Kinfallsloth 
liegen  der  oben  gegebenen  Erklärung  des  letzteren  gemäss  auf' 
einer  und  derselben,  der  abgelenkte  Strahl  auf  der  entgegenge- 
setzten Seile  dieser  Fläche.  Den  ersten  dieser  beiden  Fälle  wol- 
len wir  im  Allgemeinen  mit  dem  Namen  der  Zurückwerfung 
oder  Reflexion,  den  zweiten  mit  dem  Namen  der  Brechung 
oder  Refraction  belegen.  Natürlich  erhält  auch  das  Ablen- 
kungsverhältniss im  ersten  Falle  den  Namen  des  Zurückwer- 
f ungsverhäl tnis s es,  im  zweiten  Falle  den  Namen  des  Bre- 
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chungsverhältnisses,  und  eben  so  leicht  wird  aus  dem 
Obigen  von  selbst  erhellen , was  man  im  ersten  Falle  unter  den 
Ausdrücken  zurückgeworfener  Strahl  und  Zurückwer- 
fungs Winkel,  im  zweiten  Falle  unter  den  Ausdrücken  gebro- 
c h euer  Strahl  und  Brechungswinkel  zu  verstehen  hat. 

Im  gewöhnlichen  Falle  der  Reflexion  ist  der  numerische  Werth 
des  Zurückwerfungsverhältnisses  die  Einheit. 

Von  den  obigen  allgemeinen  Gesetzen  ausgehend,  wollen  wir 
nun  im  folgenden  Kapitel  zunächst  die  allgemeinen  Grundformeln 
zur  Bestimmung  der  Lage  des  abgelenkten  Strahls  entwickeln, 
wenn  die  Lage  des  einfallenden  Strahls  und  das  Ablenkungsver- 
hältniss  als  gegeben  betrachtet  werden.  Dabei  werden  wir  aber 
für  jetzt  durchaus  nur  die  Fälle  berücksichtigen,  wenn  die  von 
dem  einfallenden  Strahle  in  dem  Einfallspunkte  getroffene  Fläche, 
an  welcher  die  Ablenkung  vor  sich  geht,  eine  Ebene  oder  eine 
Kugelfläche  ist,  was  für  unsern  gegenwärtigen  Zweck  völlig  hin- 
reicht. 


Zweites  Kapitel. 

Die  G r u n d f o r m e 1 n. 


Es  seien  überhaupt 

1 ) y = Ax  + B , z = Avx  4*  BL 

die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  im  Raume  in  Bezug  auf  das 
beliebige  rechtwinklige  Coordinatensystem  der  xyz.  In  dieser  ge- 
raden Linie  nehme  man  einen  beliebigen  Punkt  als  Anfang  eines 
neuen,  dem  primitiven  Systeme  der  xyz  parallelen  Coordinaten- 
Systems  der  x±y±zL  an.  Dann  sind  nach  den  Principien  der  ana- 
lytischen Geometrie 

2)  y±  = AXi  , zL  = A±x i 

die  Gleichungen  unserer  geraden  Linie  in  Bezug  auf  das  System 
der  xLyLz±.  Die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  die  einer  der 
beiden  Theile  dieser  geraden  Linie,  in  welche  dieselbe  von  dem 

Grunert  optische  Untersuch.  I.  2 
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Anfänge  der  Jt\yiz l gelheilt  wird,  mit  den  positiven  Theilen  der 
Axen  der  xL)  yn  zv  einschliesst,  seien  respective  a,  ß,  y ; und 
al}  bl}  cL  seien  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  in  dem 
in  Hede  stehenden  Theile  unserer  geraden  Linie  in  dem  Systeme 
der  Xj'j  yit  zl ; die  Entfernung  dieses  Punktes  von  dem  Anfänge 
der  xL  yl  zL  werde  aber  durch  q bezeichnet.  Dann  ist  in  völli- 
ger Allgemeinheit 

3)  q cos  u,  bi  9 cos  ß , ct  = Q cosy ; 

wie  augenblicklich  erhellet,  wenn  man  nur  überlegt,  dass  nach  einer 
bekannten  Construction  die  geometrischen  Darstellungen  der  Coor- 
dinaten a{  , blt  des  Punktes  (aA  bL  cL)  leicht  erhalten  werden, 
wenn  man  von  diesem  Punkte  auf  die  Axen  der  x[}y1}  z J drei  Per- 
pendikel fällt.  Weil  nun  nach  2) 

b^  ■ — -■  A a ^ (l | 

ist,  so  ist  nach  3) 

Q COS  ß — Q A COS  Ci , Q cos  y Q Ax  COS  Ci  ; 


also 


COS  ß 
COS  Ci  ’ 


cos  y 

COS  a' 


Sind  nun  a , b , c die  Coordinaten  irgend  eines  Punktes  der  durch 
die  Gleichungen  1)  charakterisirten  geraden  Linie  in  dem  Systeme 
der  xyz , so  ist  nach  1) 


b — A (i  -f*  ß , c Aj  o ‘ 


und  folglich,  wenn  man  diese  Gleichungen  von  den  Gleichungen 
1)  subtrahirt.- 

y — b — A (x  — er)  , z — c — A1  [x  — a). 

Also  lassen  sich  nach  4)  die  Gleichungen  der  gegebenen  geraden 
Linie  immer  unter  der  Form 


cos  ß 
COS  Ci 


C X — a)  , 


cos  y 
cos  a 


oder  unter  der  Form 


P x x — a y — b z — c 

cos  a cos  ß cos  y 

darstellen,  wobei  man  aber  nicht  aus  den  Augen  zu  lassen  hat, 
dass  hierbei  immer  rechtwinklige  Coordinaten  vorausgesetzt  wer- 


/ 
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den,  und  ( abc ) ein  Punkt  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie 
sein  muss.  Wir  werden  im  Folgenden  von  dieser  Form  der  Glei- 
chungen einer  geraden  Linie  vielfachen  Gebrauch  zu  machen  Ge- 
legenheit haben. 

Liegt  die  gegebene  gerade  Linie  in  der  Ebene  der  xy)  so  ist 
nach  dem  Vorhergehenden  ihre  Gleichung  in  dieser  F^bene 


oder 


cos  ß 
cos  a 


(x  — a) 


t 


x — ci  y — b 

~ • 

cos  Ci  cos  p 

Lässt  man  nun  aber  a den  Winkel  bezeichnen,  den  der  eine  der 
beiden  Theile  der  geraden  Linie,  in  welche  dieselbe  durch  den 
Punkt  (abc)  oder,  wie  man  diesen  Punkt  jetzt  auch  nennen  kann, 
durch  den  Punkt  (ab)  getheiit  wird,  mit  dem  positiven  Theile  der 
ersten  Axe  eines  durch  diesen  Punkt  gelegten,  dem  primitiven 
Systeme  parallelen  Systems  einschliesst , indem  man  diesen  Win- 
kel von  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  dieses  secundären 
Systems  an  nach  dem  positiven  Theile  der  zweiten  Axe  desselben 
Systems  hin  von  0 bis  300°  zählt , so  muss  man  im  Vorherge- 
henden, wie  mittelst  einer  einfachen  Betrachtung  sogleich  erhellen 
wird,  für  cosa,  cos ß respective  cosa,  sina  setzen;  und  die  Glei- 
chung unserer  geraden  Linie  wird  also  nach  7}  unter  dieser  Vor- 
aussetzung: 

9)  y — b~(x  — a)  fang  a. 


§.  6. 

Indem  wir  nun  unserem  eigentlichen  Gegenstände  näher  tre- 
ten, denken  wir  uns  überhaupt  drei  von  einem  Punkte  im  Rau- 
me ausgehende,  sämmllich  in  einer  Ebene  liegende  gerade  Li- 
nien, welche  wir  für  jetzt  die  erste,  zweite,  dritte  gerade  Linie 
nennen  wollen,  und  bezeichnen  die  Gleichungen  dieser  drei  ge- 
raden Linien,  und  natürlich  auch  ihrer  Verlängerungen  über  den 
gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  hinaus  , in  Bezug  auf  ein  be- 
liebiges rechtwinkliges  Coordinalensyslem  der  xyz  nach  der  Reihe 
durch 

y —ax  + f,  z = b x + g ; 
y = a'  x + f , z=b'x  + g ; 
y = «x®  + /i,  z^biX  + g^ 

2* 


20 


Die  Coordinaten  des  Punktes,  von  welchem  diese  drei  gera- 
den Linien  ausgehen,  in  dem  angenommenen  rechtwinkligen  Sy- 
steme der  xyz  seien  p q, , i\ ; und  die  Gleichungen  der  Ebene, 
in  welcher  die  drei  geraden  Linien  liegen,  sei 

11)  Ax  + By  4 Cz  4 V = 0. 

Ferner  seien  & und  Ol  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  die  erste  und  dritte  gerade  Linie  mit  der  zweiten  geraden 
Linie  einschliessen. 

Weil  der  Punkt  (p,  q,  r, ) in  jeder  der  drei  geraden  Linien, 
also  auch  in  der  durch  die  Gleichung  11)  charaklerisirlen  Ebene 
liegt;  so  haben  wir  nach  10)  und  11)  die  Gleichungen: 

/ qL  = apL  + f , 1\  =“  bpL  + g; 

12)  1 qi  = a pi  4 f'i  rL  — b'p,  4 g ; 

( qL  = aipl  4 /i,  rt  = b,p,  4 gL; 

und 

13)  APi  + BqL  4 Cr,  + D = 0. 

Weil  ferner  jede  unserer  drei  geraden  Linien  nebst  ihrer  Ver- 
längerung über  den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  hinaus  ganz 
in  der  durch  die  Gleichung  11)  charaklerisirlen  Ebene  liegt,  so 
ist  nach  10)  und  11)  offenbar  für  jedes  x\ 

(A  + Ba  + Cb)  x 4“  Bf  4"  Cg  + D = 0, 

(A  4 Ba  4 Cb')  x 4 Bf  4 Cg  + D = 0, 

(A  4“  Ba,  4-  Cb,)  x 4 Bf,  4-  Cg,  4 - D = 0; 

woraus  sich  unmittelbar  die  beiden  folgenden  Systeme  von  Glei- 

chungen ergeben : 

( A 4 Ba  4 Cb  = 0, 

14)  1 A 4-  Ba  4 Cb'  ==  0, 

( A 4 Ba,  4 Cb1  = 0; 

und 

( Bf  4 Cg  4 D = 0, 

15)  Bf  4 Cg  4 D = 0, 

f Bf  4 'Cg,  4 11  = 0. 

Ferner  ist  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie: 

Y (fl  — a'y  4 (b  — by  4 (ab'  — ab)2 . 

1 (1  4 fl2  4 b2)  (1  4 a'2  4 b'2) 

V~  (a  — a,)2  4 (bf  — b,)2  4 (ab,  — a,b')2 . 

(1  4 a 2 4 b'2)  (1  4 a,2  4 b,2)  ’ 


isin  & = 

sin  &,  = 


i 
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lind  folglich,  wie  leicht  erhellet: 

17)  sin  &:  sin  ®L 

__  Y~  1 -f~  1 ~f"  bx  2 . V (a  — at)'  -f~  (b  — 6j)~  4~  {abj  — a^b  )2 

1 + a2  + b 2 (a  — d)2  4-  (b  — b')2  + (ab'  — ab)2' 
Wegen  der  Gleichungen  14)  ist  nun 

l A (a  — a)  + C Cab'  — ab)  — 0, 

18)  | A(a  — aj  + C Cd  bi  — aL  b')  — 0, 

\ Ä(aL  — a)  4*  CCaL  b — abL)  = 0 
und 

| B (a  — d)  4 - C Cb  — b)  = 0, 

19)  Iß  (d  — aj  + C(b'  — bj  = 0, 

( B Cax  — a)  + CCbi  — b)  — 0; 

oder 

| A Ca  — d ) =.  — C Cab'  — d b), 

20)  | A Cd  — aL)  = — C Ca  bi  — av  b'), 

{ A CaL  — a)  = — C CaLb  — abj 

und 

| B Ca  — d)  = — C Cb  — b), 

21)  / B Cd  — ad  = — C Cd  — bj, 

( B CaL — a)  — — C Cb i — b)d 

Also  ist 

00  v ab'  — ab  d bi  — av  b' aL  b — abt  A 

a — a a — ax  aL  — a C 

und 

b — d _ d — b\  _ — b B 

) ? : ~1  7~r  ' 

a — a a — aL  «x  — a C 

Nach  20)  und  21)  hat  man  auch  die  folgenden  Gleichungen: 

A2  Ca  — d)2  = C2  Cab'  — ab)2, 

B 2 Ca — d)2  = C2  Cb  — b')2, 

C2  Ca  — d)2  = C 2 Ca  — d)2 

und 

A2  Cd  —aj2  = C2  Cd  bi  — aL  b')2, 

B2  Ca' — aj2=  C 2 Cb)  — bj2 
C2  Cd  — aj2  = C2  Cd  — aj2. 


Also  ist 


oo 


1111(1 


(A2  + B2  + c~)  (a  - d)2 
= C 2 { (a  — d)2  + (b—b')2  + (ab’  — ab)2\ 

( A 2 + B2  + C2)  fa'  - aj1 
= C2  I Ca'  — ÖJ4  + (//  — bj2  4 Cd  bi  - aL  b’y  \ ; 


folglich 


/ j — g i \ 2 (d — aj2  4 (V — 6j)2  4 (a 4,  <i{f!  )"- 

\a — a)  (a  ii  )’i  + 1,1 — 4 (ab*  ---  a b)2 

Weil  nun  nach  17) 

sin  02\*  sin  ©j2 

1 4 1 “ 4 ^ ! 2 (a  a i ) 1 4 (b  — b | ) 2 -j-  (<l  h\  (I , h t • 

1 4 fl"  4 4 fa  — a')2  + (b — t/)2  4-  (ab'  — ab)2 

ist,  so  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


also 


sin  0j 2 

1 + «,2  4-  bl 2 

(- 

=-£iY 

1 + a1  + b2 

1 

— a ) 

\ 

/ a — d " 

\ 1 14flj*4/>i2  - 

(sin 

0 \2 

\d  — > 

/ ■ 1 + a2  4 fr 

Ksin 

ej  ’ 

oder,  wenn  wir  annehmen,  dass  das  Verhältnis 

sin  0 
sin  0X 

constant  ist,  und  der  Kürze  wegen,  indem  n eine  positive  Grösse 
bezeichnet, 

o- \ sinS 
2o)  — — — = n 


sin  0, 


setzen : 


26)  (a-r— -)\ 
\a  — aA  J 


14^,24/>,2 


Da  nach  23) 


und  nach  22) 


1 + 4 4 b1 

a — d b — b' 
d — ax  b'-bl 

a — d ab  — d b 


n 


d — a y d by  — a , b' 


ist,  so  ist  auch 


und 


b—b'Y  l + ß.s+i,2 
b'-bj  ' 1+  d-  + b- 

ab'  — a b \ 2 ^ a ,2 -\~  b ,2 

a!  b Y — axÜ / ’ 1 + a~  + b 2 


<> 


Durch  den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  unserer  drei  ge- 
raden Linien  denken  wir  uns  jetzt  ein  dem  primitiven  Systeme  der 
xyz  paralleles  Coordinatensystem  der Xyyxz±  gelegt,  undbezeichnen 
die  von  den  drei  Linien  mit  den  positiven  Theilen  der  Axen  der 
x{,  yL,  zL  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden  Winkel 
durch  a,  ß,  y;  cc\  ß\  y ; a,,  ß15  yt ; so  sind  nach  6)  die  Gleichungen 
unserer  drei  Linien  liehst  ihren  Verlängerungen  über  den  gemein- 
schaftlichen Ausgangspunkt  hinaus  in  dem  Systeme  der  xyz , da 
j Oy,  (jy , Ty  die  Coordinaten  des  gemeinschaftlichen  Ausgangspunk- 
tes der  drei  Linien  in  diesem  Systeme  sind> 

x—p,  ^ y — q i _z  — rx 
cos  ci  cos  ß cos  y ’ 

x — p , = y — g]==z  — r , 
cos  c/  cos  ß'  cos  y ; 

x—p  i _ y — gx  _&  — rx  . 
cos  ci ! cosßy  cosyt  ’ 

und  im  Obigen  ist  also 

cosß  . cosy  ; 

a — > b—  

COS  Ci  cos  Ci 

/ cos  ß , cosy 
(l  / > b — — , 

cos  ci  cos  a 

n — C°Sß'  / __  C0SY\ 

(l  i • ()  j — 

COS  Ci  y COS  Ci  y 

zu  setzen. 

Daher  ist  nach  22) 

A cosß  cosy  — cosy  cosß * 

C cos  Ci  cos  ß'  — cos  ß COS  Ci 

cos ß'  cos  y,  — cosy  cosß, 

COS  Ci  cosßy  cosß * COS  Ci  t 

cosßy  cosy  — cosy,  cosß 
cos  a , cosß  — cosßy  cos  a 


V 


2i 


und  nach  23) 


also 


B 

coscc 

cosy  — 

cosy 

COS  Ci 

C 

cos  a 

cosß  — 

cos  ß 

COS  Ci 

COS  Ci 

cosy , — 

cos  y 

COSdy 

COS  Ci 

cosßv  — 

cos  ß' 

COS  Ci  , 

COS  Ci 

, cos y — 

cos  y 

, COS  Ci 

COS  Ci 

J cosß  — 

cos  ß 

, COS  Ci  ’ 

A 

cos  ß 

cosy ' — 

cos  y 

COS  ß' 

B 

COS  Ci 

cos  y — 

cosy 

COS  Ci 

cosß' 

r 

cosy\  — 

cos  y 

cos  ß , 

COS  Ci 

cosyt  — 

cos  y 

cos  ci  j 

cos  ß 

, cosy  — 

cosy 

, cosß 

COS  Ci 

, cosy  — 

cos  y 

! COS  Ci 

oder,  wie  man  etwas  symmetrischer  diese  Ausdrücke  auch  schrei- 
ben kann: 


4 

cos  y 

cos  ß' 

— 

cosß 

cos  y 

B 

COS  Ci 

cos  y 

— 

cos  y 

COS  Ci 

cos  y 

cosß , 

— 

cos  ß' 

cos  y , 

COS  Ci 

cosy  ( 

— 

cos  y 

cos  ci  j 

cosy , 

cosß 

— 

cosß 

, cvsy 

COS  Ci , 

cos  y 

— 

cos  y 

1 COS  Ci  ’ 

B 

COS  Ci 

cos  y 

— 

cos  y 

COS  Ci' 

c 

cosß 

cos  Ci 

— 

cos  a 

COS  / 

cos  ci 

cosy , 

— 

cos  y 

COS  Ci  , 

cosß' 

cos  a , 

— 

COS  Ci 

cos  ß , 

cos  ci , 

cos  y 

— 

cosy , 

cos  ci 

cos  ß , 

COS  Ci 

— 

COS  ci  , 

cos  ß ’ 

c 

cosß 

COS  Ci 

— 

COS  Ci 

cos  ß' 

A 

cosy 

cos  ß' 

— 

COS  ß 

cos  y 

cos  ß' 

COS  Ci , 

— 

COS  Ci 

cos  ß , 

cos  y 

cosßt 

— 

COS  ß 

cosy  y 

cosß 

, COS  Ci 

— 

COS  Ci 

, cosß 

cosy{  cosß  — cosßv 


cosy 


25 


Nach  der  Gleichung  2G)  ist  ferner 

cosß  cosß'  ]2  A , ( cos ßt 


COS  Ci 


COS  Ci 


cosß  cos  ß , 


COS  Ci 


cos  ci 


I 


1 + ( cosß')2i(  OQSYi.y 
V cos  a , / ‘v  cos  a { J 

i + (jos^y  Vjosyy 

\ COS  Ci  / \ cos  Ci  ) 


o 

n~, 


woraus  sich  leicht 

cos  ci  cosß'  — cosß  cos  ci  \ 2 cos  at2  -J-  cos  ß ,2  + cosy  ,2 


(COS  Ci 
COS  Ci 


IV 

cosß t — cosß  coscij  cos  er  -j -cosß2  + cosy ~ 

d.  i. , weil  nach  einem  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten 
Satze 

cos  er  -j-  cosß 2 4“  cosy2  — 1 , 
cos a, 2 + cos ßt 2 -j-  cosyv2~  1 

ist, 


rv 


{'COS  Ci  COS 

ß'  - 

cosß  COS  a' 

V COS  Ci  cos, 

ß,  - 

cosß'  cos a v) 

und  folglich, 

wenn  wir 

der  Kürze  wegen 

37) 

fi  = 

4-  - 
n 

setzen, 

38) 

COS  Ci' 

COS  ßt 

— cosß' 

COS  Ci , 

COS  Ci 

cos  ß> 

— cos  ß 

COS  Ci 

ergiebt. 

Weil  nun  aber  nach  dem 

Obigen 

COS  Ci' 

cosßi 

— cosß' 

COSCil 

COS  Ci 

cosß' 

— cosß 

cos  a' 

COS  ß> 

cosyl 

— cos  y 

cosßi 

cosß 

cosy' 

— cosy 

cos  ß' 

■ — 

cos  y 

COS  Ci , 
/ 

— COS  Ci 

cosy , 

9 

n4 


f* 


cos  y cos  a — cos  ci  cos  y 

ist,  so  haben  wir  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

COS  Ci  COsßt  — cosß'  COS  Ci  i 


39) 


COS  Ci  cos  ßf 
cosß'  cosyt 


COS  ß COS  Ci 

cos  y cosßt 


cosß  cosy  — cosy  cosß' 
cosy ' cos  a v — coscc  cosyt 
\ cosy  cos  ci  — cos  a cosy 


= V, 


fS 
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aus  denen  sich  leicht  die  Relationen: 

40)  ( cosß  cosy  — cosy  cosß ')  cos  a , 

4“  (cosy  cos  n — cos  et  cosy)  cosßt 
4"  (cos a cosß'  — cosß  cos  a ) cosyt 

oder 

41)  (cosß  cosyt  — cosy  cosß, ) cos  a'\ 

4~  ( cos  y cos  a , — cos  a cos  y , ) cos  ß'  \ — 0 
4"  (cos  Ci  cosßi  — cosß  cos  Ci  J cosy' ) 

oder 

42)  (cosß'  cosy, — cosy  cosß,)  cosa 
4"  (cosy  cosa, — cos  a cosy,)  cosß 
4“  ( cos  et  cos  ß t — cos  ß>  cos  Ci  j cos  y 

ergeben. 

Nach  39)  ist  nun 

cosß>  cos  a L — cos  c/  cosß,  = j u (cosß  cosa'  — cosa  cosß'), 

cosy  cos  ß1  — cosß'  cosy  i = (jl  (cos  y cosß'  — cosß  cosy), 

cosa  cosyL  — cosy  cos  aL  — (x  [ cosa  cosy  — cosy  cosa); 

und  man  hat  daher1  die  drei  folgenden  Systeme  von  Gleichungen: 

cos  a'  cos a L cosa  cosa A , 

COS  Ci  COsßL  = cosß ’ C08dl  4“  ^ (cos  a cosß'  — cosß  cosa )t 
cos  a'  cosyt  — cosy  cos  aL  4*  ^ (cos  a cosy  — cosy  cosa); 

ferner 

cosß»  cosaL  — cos  a cosß1  4”  f*  (cosß  cosa  — cosa  cosß'), 
cos  ß'  cos  ß1  = cos  ß'  cos  ßL , 

cosß'  cosy1  — cosy'  cosßL  4“  f-1  (cosß  cosy — cosy  cosß); 

endlich 

cos  y cos  at  — cos  a cos  yl  + ^ (cos  y cos  a — cos  a cos  y), 

cosy'  cosßt  = cos  ß'  cosy1  4"  f*  (cosy  cosß'  — cosß  cosy), 

cos  y cos  yj  — cos  y cos  yt . 

Quadrirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichungen  und  addirt 
die  dadurch  sich  ergebenden  Gleichungen  zu  einander,  so  erhalt 
man,  mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Gleichung: 

cos  «A  2 4*  cos  ßL  2 4"  cos  yt  2 = 1 , 

die  drei  folgenden  Gleichungen  : 


27 


'o 


43) 


cos  y 


\ 

oder  auch 
1 = 


1 


43  *)  i 


1 


4- 


COS  Ci  2 

cos  Ci 

o 

dir 

1 

^ cosß ' 

COS  Ci 

i 4"  ft  (cos  a 

cos  ß'  — 

cosß 

. COS  Ci)  | 2 

| cos  y 

COS  CiL 

-E  pfcoscc  i 

cosy  — 

cosy 

COS  Ci)  | 

cosß'2 

cosßL 

2 

jcöS  Ci 

cos  ß 

1 4“  ft  (cos  ß 

cos  a'  — 

- cos  a cosß’) j2 

|cos  y 

COS  ßj 

4"  ft  ( cosß 

cos  y — 

- cosy 

cosß)}2, 

cosy'2 

cosy  t 

2 

|ccs  a 

cos  y 

{ 4”  p(cosy 

cos  Ci  — 

■ cos  ci 

cosy ')\  2 

| cosß' 

' cosy , 

4-  ufcosy 

cosß'  — 

■ cosß 

cos y) | 2 ; 

f cosß' 

COS  Ci  J 

4-  ft  (cos  a 

cos  ß'  — 

cos  ß 

COS  Ci)  ) 2 

r 

cos  cc  sinal 

" / 

/ cosy 

COS  Ci , 

4“  cos a 

cosy'  — 

cosy 

COS  a')  \2 

\ ~ 

cos  a'  sinal 

i > 

(cos  Ci’ 

COS  ß ! 

4-  ft  (cos  ß cos  Ci  — 

COS  Ci 

C0Sß')\2 

\ 

cos  ß'  sinß , 

~ / 

( cos  y 

cosß  t 

4~  ft  (cosß  \ 

cos  y — 

cos  y 

cosß')\2 

r 

cosß'  sinß1 

■ j, 

( COS  Ci' 

cosyt 

4-  ft  (cosy  cos  a'  — 

cos  a 

cos  y')\2 

\ 

cosy  sinyt 

/ 

(cosß' 

cosyr 

4"  ft  (cosy  cosß'  — 

cosß  1 

cos  y )\2 

i 

cosy  sinyl 

/ 

Entwickelung  der  ersten  der 

Gleichungen  43) 

erhält  man , weil  bekanntlich 


cos  a'2  + cosß'2  4~  cosy'  2--=  1 


ist,  die  Gleichung 


cos  a'2  — cos  aL  2 


2 I cos ß'  (cos  a cos  ß' — cosß  cos  d)  j 
( 4*  cos  y ( cos  a cos  y — cos  y cos  a'j  j 


4-  ft 


-I 


4*  cos  y ( cos  a cos  y — cos 

(cos a cosß'  — cosß  cos 
4*  (cos  a cosy'  — cosy  cos 


cos  Ci 


1 


cO;  I 


2S 

und  folglich 

cos  aL2 

0 \ cosß'  (cos  Ci  cosß'  COS  ß COS  Ci'  ) ) 

+ 1 P , r , 1 COS  «j 

( 4*  cos  y ( cos  a cos  y — cos  y cos  a ) ) 

COS  Ci  2 

„ j (cos  Ci  cosß' cosß  COS  Ci  )• 

( 4 (cos  a cosy — cosy  cosa')2 

Es  ist  aber 

cos  ß'  (cos  Ci  cosß'  — cosß  COS  Ci) 

4*  cos  y (cos  ci  cos  y — cos  y cos  d) 

= cos  a (cosß'2  -j-  cosy'2)  — cosa'  (cosß  cosß'  + cosy  cosy) 
= COS  Ci  (cos  Ci  2 4“  cos  ft  2 + cos  y 2) 

— cos  a'  (cosa  cos  a'  + cosß  cosß'  4“  cosy  cosy) 

und 

(cosa  cosß  — cosß  cosa')2 
+ (cos  a cos  y — cosy  cos  a)2 

= cosa2  (cosß2  + cosy'2)'-\-  cosa' 2 (cosß2  4-  cosy2) 

— 2 cos  a cos  a (cos  ß cos  ß 4"  cos  y cos  y) 

= cosa2  (cosa2  4-  cosß'2  4"  cosy'2) 

4“  cos  c/2  (cosa2  4~  cosß'2  4“  cos  y2) 

— 2 cos  a Cos  a (cos  a cos  a 4~  cos  ß cos  ß + cosy  cosy). 

Weil  nun  bekanntlich 

cosa 2 4-  cosß 2 4“  cosy 2 = 1, 
cosa 2 4“  cosß'2  4“  cosy  2 =■  1 

und 

44)  cos  & = cos  a cos  a 4“  cos  ß cos  ß'  4”  cos  y cos  y 

ist,  so  ist 

cos  ß (cos  a cos  ß — cos  ß cos  Ci) 

4-  cos  y (cos  a cos  y — cos  y cos  a) 

= cos  a — cos  d cos  & 

und 

(cos  a cos  ß'  — cos  ß cos  a')2 
4“  (cos  ß cos  y — cos  y cos  a')2 
= cosa2  4“  cosa'2  — 2 cos  a cosa'  cos  0. 
Folglich  ist  nach  dem  Obigen 
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cos  a i2  + 2 ft  ( cos  a — cos  a'  cos  0)  cosaL 

— COS  Ci"4-  ft  2 ( COSCi 2 -j-  COS  Ci  2 — 2 COSCi  COS  Ci  COS  0), 

also 

\ COS  Cii  + ft  C COS  Ci  COS  Ci  COS  0 ) } 2 

= cos  d2  - ft2  { cos  er  4 cos  d2-  2 cos  a cos  d cos  0 - [ cos  a - cos  d cos  0)2 } 

= cos  a'2  — ft2  cos  ei2  sin  02  — cos  ec 2 (1  — ft2  sin  02). 


Daher  ist 

cosai  -f-  ft  ( cosa  — cosd  cos  0)  — +_  cosd  V~  1 — fi2sin02, 

und  folglich 

COS  CiL  = ft  COS  a -f-  COS  Ci  (ft  COS  0 4 1 — ft2  SW  02J 

Nach  dem  Obigen  ist 


cosßl  = 
cosyi  = 


COSß'  COS  ft,  4-  (cosa  cosß' — cosß  cosd) 

cosd 

cosy  cosai  4*  ft  (cos  a cosy  — Cosy  cosa') 

cosd 


Führt  man  in  diese  Ausdrücke  den  vorher  gefundenen  Ausdruck 
von  cos  cc1  ein,  so  erhält  man  die  drei  folgenden  Gleichungen, 
in  denen  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen: 


(cos  aL  — — ft  cos  a 4-  cos  d ( ft  cos  0 4 ) 1 — ft 2 sin  0 2), 

C0sßt  = ft  COS  ß 4-  COS  ß'  (fl  COS  0 +_  Y 1 — ft  2 SW  02), 

cos  y , = — ft  cos  y 4 cos  y ( ft  cos  0 4 ) 1 — ft2  sin  02) ; 


oder 


46) 


/ cosax  4*  ft  cos  a 
cos  a 

cos  ßi  4 ft  cosß 
cos  ß' 

cosy,  4*  ft  cosy 
cosy' 


= ft  cos  © + ^1  — ft2  sin  02, 
= fi  cos  0 4 — ft2  sin  02, 

ß 

= ft  cos  @4  — ft2  sm  02. 


Vorzüglich  entsteht  jetzt  die  Frage,  wie  man  in  diesen  Formeln 
die  Zeichen  zu  nehmen  hat,  worüber  sich,  indem  wir  von  jetzt 
an  die  zweite  gerade  Linie  das  Einfallsloth  nennen  wollen,  auf 
folgende  Art  eine  bestimmte  Entscheidung  geben  lässt. 


Nach  29)  sind 


30 


v 


cosß ' , 

<h  = — TT ' (x 


COS  Ci 

cos  y 
cos  a 


> (x 


Pi), 

Pi) 


die  Gleichungen  der  durch  das  Einfallsloth  und  seine  Verlängerung 
über  den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  der  drei  Linien  hinaus 
dargestellten  geraden  Linie.  Sind  nun  o und  die  Entfernun- 
gen zweier  beliebiger  Punkte  in  der  ersten  und  dritten  geraden 
Linie  von  dein  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkte  (/>,  r,)  der 

drei  Linien,  so  sind  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  dem  Systeme 
der  xyz}  wie  leicht  erhellen  wird,  in  völliger  Allgemeinheit: 

p | + C cos  q j +9  cos  ß,  r , + Q cosy 
und 

Pt  + Ql  cosal}  (Jt  4-  cosßly  r,  + (>,  cosyr . 


Die  Gleichungen  der  durch  diese  beiden  Punkte  der  Lage  nach 
bestimmten  geraden  Linie  sind  nach  den  Principien  der  analyti- 
schen Geometrie: 


y—q  i — 9 cosß 


Q cos  ß — o , cos  ß , 

Q COS  Ci Q , COS  Ci  , 


(X p , Q COS  Ci), 


*T 

V 


oder 


rt  — q cos  y =■ 


q cos  y 

Q COS  Ci 


Q , COS 

Oi  cosal 


(x — Pi  — 0 COS  Ci)  ; 


cosß  — —cosßi 

y — q 1 — Q cos  ß = (x  — p ] — 0 cos  o), 

COS  Ci  — COS  Ci  y 

Q 


cos  y — — cos  y y 

o 

£ — r 1 — Q cosy  = (x  — p , — q cosa). 

COS  Ci  — COS  Ci  . 

Q 

Soll  nun  diese  gerade  Linie  der  durch  das  Einfallsloth  und  seine 
Verlängerung  über  den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  der  drei 
geraden  Linien  hinaus  dargestellten  geraden  Linie  parallel  sein, 

so  muss  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie  y so  be- 
stimmt werden,  dass 
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cos  ß' 


COS  Ci 


cos  ß 


cos  ß t 


cos  y 

COS  Ci 


COS  Ci  


cos  y 


Q 


COS  Ci 


cos  y , 


COS  Ci  — COS  Ci  , 

Q 


d.  h.,  wie  man  hieraus  leicht  findet,  dass 

p,  cos  a cosß'  — cosß  -cos  a 


oder 


9 

cos  a 

! COS ßi  — 

cos  ß' 

cosa j ; 

Qi 

cos  a 

cosy'  — 

cos  y 

cos  a 

Q 

COS  Ci 

r cosyt  — 

cosy 

cos  av 

Q 

cos  a 

cosß  i — 

cosß' 

cos  a ! 

Q i 

cos  a 

cos  ß'  — 

cos  ß 

cos  Ci  ’ 

9 

cos  a 

cosy,  — 

cosy 

cosa , 

Q 

cos  a 

cos  y'  — 

cos  y 

cos  a 

ist. 


Nach  35)  ist 


COS  Ci  cosß,  — cosß'  COS  Ci  l 
COS  Ci  cos  ß'  — COS  ß COS  Ci 

cos  a'  cosyl  — cosy  cosa, 
cos  a cosy  — cosy  cosa' 


und  die  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  werden  sich  also, 
wobei  man  zu  beachten  hat,  dass  — seiner  Natur  nach  eine  po- 

silive  Grösse  ist,  jederzeit  zugleich  erfüllen  lassen,  wenn 

cos  a' cosß  i — cosß ' cos  a , 
cosa  cosß'  — cosß  coscc 


eine  negative  Grösse  ist;  oder  mit  andern  Worten: 


Wenn  die  Grösse 

cos  a cos  ß t — cos  ß'  cos  a , 
cosa  cosß'  • — cosß  cosa 

negativ  ist,  so  werden  sich  immer  zwei  Punkte,  der  eine  in  der 


ersten,  der  andere  in  der  drillen  geraden  Linie,  von  solcher  Lage 
angeben  lassen,  dass  die  durch  diese  beiden  Punkte  der  Lage 
nach  bestimmte  gerade  Linie  der  durch  das  Einfallslos  und  seine 
Verlängerung  über  den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt  der  drei 
Linien  hinaus  dargeslellten  geraden  Linie  parallel  ist. 

Nun  wissen  wir  aber  aus  §.  4.,  dass  sowohl  im  Falle  der 
Reflexion,  als  auch  im  Falle  der  Refraction  die  erste  und  dritte 
gerade  Linie,  als  einfallender  und  abgelenkler  Strahl  betrachtet, 
immer  auf  entgegengesetzten  Seilen  der  durch  das  Einfallslos  und 
seine  Verlängerung  über  den  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkt 
der  drei  Linien  hinaus  dargestellten  geraden  Linie  liegen,  und 
dass  es  also  nie  zwei  in  der  ersten  und  dritten  geraden  Linie 
liegende  Punkte  von  solcher  Lage  geben  kann,  dass  die  durch 
diese  Punkte  der  Lage  nach  bestimmte  gerade  Linie  der  durch 
das  Einfallslos  und  seine  Verlängerung  über  den  gemeinschaftli- 
chen Ausgangspunkt  der  drei  Linien  hinaus  dargeslellten  geraden 
Linie  parallel  ist,  indem  von  jeder  durch  zwei  in  der  ersten  und 
dritten  geraden  Linie  liegende  Punkte  gezogenen  geraden  Linie 
die  durch  das  Einfallslos  und  seine  Verlängerung  über  den  ge- 
meinschaftlichen Ausgangspunkt  der  drei  Linien  hinaus  darge- 
slcllte  gerade  Linie  offenbar  nothwendig  geschnitten  werden  muss. 
Daher  kann  weder  im  Falle  der  Reflexion , noch  im  Falle  der 
Refraction  die  Grösse 

cos  a'  cos  ßt  — cosß'  coso} 
cos  a cosß'  — cosß  COS  Ci 

jemals  negativ  sein,  und  ist  folglich  in  allen  Fällen  positiv.  Hier- 
aus, in  Verbindung  mit  der  ersten  der  Gleichungen  39)  und  der 
Gleichung  37),  ergiebt  sich  auf  ganz  unzweideutige  Weise,  dass 

1 

sowohl  bei  der  Reflexion,  als  auch  bei  der  Refraction , nie  {*  — 

n 

gesetzt  werden  darf,  sondern  immer 

47)  ft  = - 

gesetzt  werden  muss,  wie  von  nun  an  auch  im  Laufe  der  ganzen 
folgenden  Untersuchung  immer  geschehen  soll. 

Aus  den  drei  Gleichungen  45)  folgt,  wenn  man  dieselben 
nach  der  Reihe  mit 

cos  ec,  cos  ß',  cos  y 

multiplicirt  und  dann  zu  einander  addirt: 
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cosa'  cos «,  4“  cos  ff  cosß,  + cosy'  cosy , 
— (tt  (cos  « cos  ci  4-  cosß  cosß'  + cosy  cosy  ) 


4-  (cos a'  • 4~  cosß '2  4-  cosy'1)  fy  cos  © + 1 1 — n2  sin  ©2), 
und  folglich,  weil 

cos  © = cos«  cos«'  4"  cos/5  cosß'  + cosy  cosy, 
cos©,  = cos«  cos«,  4*  cosß'  cos ßt  4-  cosy'  cosy , 


48) 


! 


und 

ist: 

d.  i. 


cos ct  2 4~  cosß  2 4“  cosy'2  — 1 
cos©,  ==  — f icos©  4"  ( ccos&  + 1 — ft2  sm  ©2), 


49)  cos  ©,  ==  + / 1 — ft2  sm  ©2. 

Nun  erhellet  aber  aus  §.  4.,  dass  bei  der  Reflexion  die  180° 
nicht  übersteigenden  Winkel  © und  ©,  immer  entweder  beide 
kleiner  oder  beide  grösser  als  90°  sind;  dass  dagegen  bei  der 
Refraction  der  eine  dieser  beiden  180°  nicht  übersteigenden  Win- 
kel immer  kleiner  als  90°,  der  andere  grösser  als  90°  ist.  Da- 
her haben  cos  & und  cos  0,  bei  der  Reflexion  immer  gleiche,  bei 
der  Refraction  immer  ungleiche  Vorzeichen,  und  es  ergeben  sich 
daher  nach  49)  jetzt  die  folgenden  Regeln. 


I.  Reflexion. 

1.  Wenn  © < 90°,  d.  h.  cos  & positiv  ist,  so  ist  auch 
©,<90°,  d.  h.  cos©,  positiv,  und  folglich 

cos©,  = 4-  V 1 — ^ 2 sin  ©2 

zu  setzen,  also  in  den  obigen  Formeln  die  obern  Zeichen  zu 
nehmen. 

2.  Wenn  ©>90°,  d.  h.  cos  & negativ  ist,  so  ist  auch 
©,  > 90° , d.  h.  cos  0,  negativ,  und  folglich 

cos  ©,  — — V \ — fi 2 sin  © 2 

zu  setzen,  also  in  den  obigen  Formeln  die  untern  Zeichen  zu 
nehmen. 


11.  Refraction. 

1.  Wenn  @<90°,  d.  h.  cos  & positiv  ist,  so  ist  ©,>90°, 
d.  h.  cos©,  negativ,  und  folglich 
Grünere  optische  Untersuch.  I, 


3 
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cos  0,  — — } 1 — jit*  $in  0* 

zu  setzen,  also  in  den  obigen  Formeln  die  untern  Zeichen  zu 
nehmen. 

2.  Wenn  ©>90°,  d.  h.  cos®  negativ  ist,  so  ist  ©,<90°, 
d.  h.  cos  0,  positiv,  und  folglich 

cos®,  =5  “F*  ^ 1 — ft*  sin®2 

zu  setzen,  also  in  den  obigen  Formeln  die  obern  Zeichen  zu 
nehmen. 

Wir  sind  daher  durch  die  vorhergehende  Untersuchung  jetzt 
überhaupt  zu  dem  folgenden  Resultate  gelangt: 

Es  ist 


50)  ju 


n 


und 


cos  ® — cos«  cos  et  -f-  cosß  cosß'  4*  cosy  cosy 

cos  Ui  - — — ixcosu  -f*  cosu  (fi  cos  & + ^ 1 — fi3  8in@‘J), 

cosßx  = — pcosß  4“  cosß'  (f. icos( *)  +L  f 1 — (i2sin®2), 

cosy  i - — u cos  y -f~  cosy  (u  cos  0 + ) 1 — u-  sin  02 ) 


oder 


cos  cf,  4-  P cos  cc  v- — : — — r 

, •—  ---  ft  cos  0 + r 1 — u2  sin®2, 

cos  c< 


auch 


cosß,  4-  ^ cosß 
cos  ß' 

cos  y,  4-  f-i  cos  y 
cos  y 


— pcos  0 + ^ 1 — V?  sin  02, 

— fl  €08®  _+  y 1 jU~  gjift  02; 


cos  0,  = + f 1 — ft2  sin  ®2; 

mit  der  Bestimmung,  d^s  man  in  diesen  Formeln  im  Falle  der 
Reflexion  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  0 <C  90°  oder  0 ;>  90°  ist;  im  Falle  der  Refraction  dage- 
gen die  obern  oder  untern  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdem 
0>  90°  oder  © < 90°  ist. 


Im  Folgenden  wollen  wir  uns  nun  immer  die  erste  gerade 
Linie  als  einen  Theil  eines  nach  einer  gewissen  Richtung  hin 
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sich  bewegenden,  auf  seinem  Wege  den  vorher  mit  dem  Namen 
des  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkts  der  drei  geraden  Linien 
bezeichneten  Punkt  treffenden,  und  ausserdem  durch  einen  ge- 
wissen Punkt,  dessen  Coordinalen  /?,  q,  r sein  mögen,  gehenden 
Strahls  denken,  und  wollen , allen  übrigen  vorher  eingeführten 
Symbolen  die  ihnen  beigelegten  Bedeutungen  lassend , fernerhin 
die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel,  welche  der  von  dem  Punkte 
(pqr)  nach  der  Richtung  der  Bewegung  des  Strahls  hin  ausge- 
hende Theil  desselben  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch  den 
Punkt  (pqr)  gelegter,  den  primitiven  Axen  der  x y z 'paralleler  Axen 
einschliesst,  durch  a,  ß,  y bezeichnen.  Nehmen  wir  dann  aber,  dies 
vorausgesetzt,  immer  den  Theil  dieses  Strahls,  welcher  von  dem 
vorher  mit  dem  Namen  des  gemeinschaftlichen  Ausgangspunkts 
der  drei  Linien  bezeichneten  Punkte  an  nach  der  Richtung  hin 
liegt,  die  der  Richtung  der  Bewegung  des  Strahls  entgegengesetzt 
ist,  als  die  erste  der  drei  im  Vorhergehenden  betrachteten  gera- 
den Linien  an;  so  müssen  wir  offenbar  in  allen  obigen  Formeln 
für  ß,  y respeclive  180°—  a,  180°  — ß,  180°  — y setzen,  wo- 
durch wir  die  folgenden  Formeln  erhalten. 


Die  Gleichungen  der  ersten  geraden  Linie  sind  wie  früher: 


51) 

/ 

oder  auch 


x— Pi  _ x—  y, 
COS  Ci  cos  ß 


z — n 
cosy  5 


59  ) x — P = y ~~  9 = r 

cos  a cosß  cosy 

da  der  Punkt  (pqr)  auch  in  der  ersten,  nöthigenfalls  gehörig  ver- 
längert gedachten  Linie  liegt. 


Ferner  ist  nach  dem  Obigen: 


53)  ft  — 
n 


cos  ® 


(cos  a cos  ci  4"  cosß  COS  ß'  + cosy  cosy  ) 


und 


COS  a,  — ft  COS  Ci  + COS  Ci  (fiCOS®  + y 1 — ft2  sin 

cosßL  = fi cosß  -f-  cosß'  (\icos®  + V 1 — ft 2sm@23, 

cosyl=  ft  cosy  + cosy  (pcos®  ± f'  1 — ft2  sin  ®2) 


oder 


3* 
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cos«,  — f icosct 


cos  a 
cos  ß,  — ft  cos  ß 
cos  ß> 


u cos  © + ^ 1 — ft*  sin  ©*, 


fl- COS©  + / 1 fl*  tff/i  ©2 


coiy,  • f icosy 
cos  y 


ft  ( OS  0 + Y\  - ijü  P 


auch 


co«  ©,  =-  + ) 1 — ft**i/i®2; 

mit  der  Bestimmung,  dass  man  in  diesen  Kurmein  iin  Falle  der 
Reflexion  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  © <C  90°  oder  © ;>  90°  ist:  im  Falle  der  Refraction  dage- 
gen die  obern  oder  untern  Zeichen  nehmen  muss,  jenachdeiri 
© ;>  90'  oder  © «<  90°  ist. 


§•  9. 

Indem  wir  von  jetzt  an  die  erste  gerade  Linie  immer  den 
einfallenden  Strahl,  die  dritte  gerade  Linie  den  abgelenklen  Strahl 
($.  4.)  nennen  werden,  wollen  wir  nun  zuvörderst  annehmen,  dass 
der,  nöthigenfalls  gehörig  verlängert,  durch  den  Punkt  (p q r)  ge- 
hende einfallende  Strahl  eine  Ebene,  deren  Gleichung  im  Allge- 
meinen 

54)  A x -\-  B y -j-  C z -f~  B ~ 0 J 

sein  mag,  in  dem  Punkte  (/;,  qx  rx)  treffe,  und  unter  diesen  Voraus- 
setzungen, allen  übrigen  im  Vorhergehenden  eingeführten  Symbo- 
len die  ihnen  beigelegten  Bedeutungen  lassend,  die  Lage  des  ab- 
gelenklen Strahles  zu  bestimmen  suchen. 

Da  der  Punkt  (p  q r)  in  dem  nöthigenfalls  gehörig  verlänger- 
ten einfallenden  Strahle  liegt,  so  haben  wir  nach  51)  die  beiden 
folgenden  Gleichungen: 


P —P i n 

cos«  cosß  cosy 


Da  ferner  der  Punkt  (/?,  qx  r,)  in  der  durch  die  Gleichung  54) 
charakterisirten  Ebene  liegt,  so  ist 

56)  A px  -f*  B qx  -f*  Gr,  -f"  B = 0. 


Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

57)  Ap  + Bq  4-  Cr  + I)  = J, 

SO  ist 

58)  A (p~  pl)+B(q  — ql)  + C(r  — rl)  = 4) 


•St 


und  folglich,  wie  man  durch  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  den 
Gleichungen  55)  leicht  findet: 

A COS  a 

^ A cos  a 4-  B cos  ß + C cos  y 

A cos  ß 

53  ) (7  (/i  4 cos  a -f  B cosß  -f-  0 cosy 

A cosy 


r ~ r 


also 


A cos  a 4~  B cos  ß 4"  C cos  y ’ 


A cos  a 


->[  P 4 cos  a 4”  B cosß  4"  C cosy 

A cos  ß 

^ .4  cos a 4*  B cosß  4”  C cosy 

A cosy 

T]  1 A cos a 4~  B cosß  4"  C cos  y 

oder,  wenn  man  den  Werth  von  A aus  57)  einführt: 

cos  a, 


61) 


<h 


= p — 

A cos a 4-  Bcosß  4”  C cosy 

Ap  + Bq  + Cr  4-  D 

7 “ 

A cos  a 4-  Bcosß  4*  Ccosy 

= r — 

Ap  4*  Bq  4“  Cr  4"  D 

4 cos  a 4-  B cos  ß 4”  C cosy 


cosß •, 


cosy. 


oder  auch: 


V\  = 


B(p  cosß — q cos a)  — C-(r  cos ct — p cos  y)  — D cos  a 


61*)  Ah 


A cos a -}-  B cosß  4“ 

C cosy 

■> 

_ Cfqcosy 

— r cos  ß) — A (p  cos  ß — 

- q COS  o )■ 

— Dcosß 

A cos  a B cos  ß 4*  C cos  y , 

j 

Afrcosa 

— p cos  y)  — B(q  cos  y — 

-rcosß) 

—D  cosy 

A cos  a + B cosß  4“  C cosy 

m 

Die  Gleichungen  des  Einfallslothes  sind  nach  29): 


x—P\ 

COS  Ci 


y — q\ 

cosß' 


z — r, 


cosyx 
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Weil  dasselbe  nun  auf  der  durch  die  Gleichung  54)  charakterisir- 
ten  Ebene  senkrecht  steht  (§.  4.),  so  haben  wir  nach  den  Princi- 
pien  der  analytischen  Geometrie  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

!1  cosß'  ß cos  « y 
ß cos  y = C cos  ß , 

( cos«'  1 cosy. 

Verbindet  man  mit  diesen  Gleichungen,  von  denen  jede  eine 
Folge  aus  den  beiden  anderen  ist,  die  bekannte  Gleichung 

cos«'2  4~  cosß2  -j-  cosy 2 ~~  1; 

so  erhält  man  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen  auf 
einander: 


I 


cos  « 


63)  ( cosß'  = + 


cos  y + 


- Y 1’  + B2  + C2 
ß 


/ f*>  ' 


Y'i1  + B-  + C- 

c 


Y c + b2  + c- 

Weil  nun  nach  53) 

cos  S = — ( cos«  cos«  4“  cosß  cosß'  4"  cosy  cosy  ) 
ist,  so  ist 

rt,  n — Acosa  4*  Beos ß 4~  C cosy 
64)  cos  S — + 1 • 


Weil  nach  dem  Obigen 


Y i2  + B-  4-  C2 


und 


A cos  « 4-  B cos  ß 4-  C cos  y 
Acos«  A cos  ß A cosy 

P — P i q — Vi  r — ri 


K^24-/?2+  c- 

ist,  so  ist  auch 

65)  cos  S — 


h — 4—7=+’  11 


C 


cos« 

A\ 


cos  ß cos  y 


Yp—pJ 

.A 

B (q  — qj 

A 


- cos  « cos  « 


cosß  cos  ß 


cosy  cosy ; 


C(r  — rj 
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oder,  wenn  wir  den  Werth  von  A aus  58)  in  diese  Gleichungen 
einführen: 


COS  © — — ( 

4 

B 
~ • 

q- 

~(h 

+ 

C 

4 • 

r - 

- r,  N 

1 cos  ct 

coscc 

K 

A 

P~ 

-Pi 

P~ 

-Pu 

l 

fl 

4* 

C 

r - 

► 

-n 

+ 

A 

P- 

-Pi 

| cos  ß 

cosß ' 

\ 

B 

q- 

-qi 

B 

<t~ 

/ 

fl 

+ 

A 

P~ 

-pi 

4' 

B 

q- 

4 

| cosy 

cos  /. 

V 

C 

r- 

- r, 

C 

r— 

- r L ) 

Nehmen  wir  nun,  wie  auch  schon  in  §.  4.  vorgesohrieben  worden 
ist,  das  Einfallsloth  mit  dem  einfaltenden  Strahle  immer  auf  der» 
selben  Seite  der  durch  die  Gleichung  54)  charakterisirten  Ebene 
an,  so  kann  © nie  ein  stumpfer  Winkel  sein,  und  cos  © ist  da- 
her unter  dieser  Voraussetzung  stets  positiv.  Also  sind  zufolge 
der  Gleichung  64)  in  allen  obigen  Formeln  die  obern  oder  untern 
Zeichen  zu  nehmen,  jenachdern  die  Grösse 

A cos  a -f-  B cos  ß + C cosy 

negativ  oder  positiv  ist.'  Liegt  aber  der  Punkt  (p  q r)  in  dem 
einfallenden  Strahle  selbst,  so  ist  offenbar,  wenn  q die  Entfernung 
der  beiden  Punkte  (jp  q f)  und  (/?,  q{  i\)  von  einander  bezeichnet* 
in  völliger  Allgemeinheit 

p\  = p + Q cos  a,  q,  = q + q cos ß , v,  -=  r 4°  $ cosy ; 
also  nach  59) 

A « 

A cos  a 4-  Bcosß  4“  Ccosyy 
und  folglich,  weil  q seiner  Natur  nach  positiv  ist* 

A 

A COS  Ci  4 B cos  ß 4-  C cos  y 
eine  negative  Grösse,  d.  h.  die  beiden  Grössen 

A cos  ci  4“  B cos  ß 4"  C cos  y und  A 

haben  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Daher  muss  man  in  diesem 
Falle  in  allen  obigen  Formeln  die  obern  oder  untern  Zeichen  neh- 
men, jenachdern  die  Grösse 

A = A p 4-  Bq  4”  fr  4"  D 
positiv  oder  negativ  ist. 

Liegt  dagegen  der  Punkt  (p  q r)  in  der  Verlängerung  des 
einfallenden  Strahls  über  den  Punkt  (pl  qx  r,)  hinaus,  so  ist,  wenn 


\ 
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wieder  9 die  Entfernung  der  beiden  Punkte  ( p q r)  und  (/>,  y,  r,) 
von  einander  bezeichnet,  in  völliger  Allgemeinheit 

V — Pi  +9  cos  a , q = <y,  + Q cos  ß , r = r,  +9  cos  y ; 
also  nach  59) 

z/ 

A co.s « -f-  B cos  ß 4*  ( cosy  ' 
und  folglich,  weil  q seiner  Natur  nach  positiv  ist, 

z/ 

A cos  a Bcosß  4 C cosy 
eine  positive  Grösse,  d.  h.  die  beiden  Grössen 

A cosct  + B cosß  4-  C cosy  und  d 

haben  gleiche  Vorzeichen.  Daher  muss  man  in  diesem  Falle  in 
allen  obigen  Formeln  die  obern  oder  untern  Zeichen  nehmen,  je- 
nachdem  die  Grösse 

4 — Ap-\-ßq-{-Cr-)rD 
negativ  oder  positiv  ist. 

Bevor  wir  diese  Betrachtungen  weiter  fortführen,  wollen  wir 
zuerst  den  folgenden  Lehrsatz  beweisen. 

Lehrsatz.  Wc  n 11  (p  q r)  und  (p"  q r" ) zwei  belie- 
bige Punkte  sind,  so  haben,  jenachdem  diese  beiden 
Punkte  auf  derselben  Seite  oder  auf  entgegengesetz- 
ten Seiten  der  durch  die  Gleichung 

Ax  + By  + Cz  + D = 0 
charakterisirten  Ebene  liegen,  die  Grössen 

A p + Bq  + Cr  4-  D 

und 

Ap  4*  Bq  4.  Cr"  + D 

gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  und  um- 
gekehrt. 

Beweis.  Die  Gleichungen  der  durch  die  Punkte  {p  q r)  und 
(p”  q r")  gelegten,  der  durch  die  Gleichung 

A x + By  + Cz  + D =0 

charakterisirten  Flbene  parallelen  Ebenen  sind  nach  den  Principien 
der  analytischen  Geometrie 

A (x  — p)  4-  B (y  — q)  + C (z  — r)  — 0 

und 
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A (x  — p")  + B (p  — q)  + C (z  — r")  — 0. 

Eine  der  drei  Goordinatenaxen  wird  von  den  drei  in  Rede  stehen- 
den, einander  parallelen  Ebenen  immer  geschnitten.  Diese  Coor- 
dinatenaxe  sei  daher,  um  die  Begriffe  zu  fixiren,  die  Axe  der  x , 
und  |,  ij"  seien  respective  die  x der  drei  Durchschnittspunkte 
der  drei  einander  parallelen  Ebenen  mit  der  Axe  der  x\  so  ist 
nach  dem  Vorhergehenden 

AS,  -f-  JJ  = 0, 

A (£'  — p ) — Bq  — - C r = 0, 

A (f-p")  ~ Bq  - Cr"  - 0; 

also 


Ap  4*  5p  4*  Gr 

1 1 ’ 

Ap  4-  Cr" 

A 

m 

Liegen  nun  die  beiden  Punkte  (p'  q r)  und  (p"  q r")  auf  dersel- 
ben Seite  der  durch  die  Gleichung 

A x + By  + Cz  -h  D = 0 

charakterisirten  Ebene,  so  [ist  offenbar  jederzeit  mit  Beziehung 
der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 


> 

< 


S P I,  S"  ^ 6; 


d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 

Ap  4*  Bq  -f-  Cr 

A ' < 

Ap  + Bq " 4-  Cr"  > 


D 


D 

A; 


oder 

Ap  4 - Bq  Ar  Cr  4“  D > n 

j < o, 

Ap  4-  Bq  4-  Cr"  + D ^ 

< u' 


und  folglich  jederzeit 


42 


f i p 4-  Bq  + Cr  4- 1))  (Ap!  4-  Bq  4-  Cr  + D) 

A 2 


>0, 


also 

(Ap  4-  Bq  4-  Cr  + D)  (Ap"  4-  Bq"  4*  Cr'  + D)  > 0, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
die  Grössen 

Ap  + Bq  4-  Cr  4-  /> 
und 

A p 4-  B q 4-  C r " + I) 
gleiche  Vorzeichen  haben. 


Liegen  die  beiden  Punkte  (//  q r)  und  ip"  q r")  aut  entge- 
gengesetzten Seiten  der  durch  die  Gleichung 

A x 4“  B y 4"  C z 4“  B — 0 

charakterisirten  Ebene,  so  ist  offenbar  jederzeit  mit  Beziehung 
der  obern  und  untern  Zeichen  auf  einander 


b 


> 

< 


i, 


d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden 


Ap  4-  Bq  4“  Cr  > I) 
A < “ T 

A p 4"  Bq  4"  ^ V B 

Ä > ~ A; 

oder 

4p  + Bq  4-  Cr  4 -1)  > 


Ap"  4-  Bq"  4-  Cr  4-  1)  < 

4 U > U’ 


und  folglich  jederzeit 

( Ap  + Bq  4*  Cr ’4*  D)  (Ap  + Bq  4 -Cr  4 ~D)  . ^ 

also 

(Ap  4-  Bq  4-  Cr  4-  B)  Up"  4-  Bq'  4-  Cr  + B)  <:  0, 
woraus  sich  ergiebt,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
die  Grössen 


/ 


Ap  4 Bq  + Cr  4 1) 

und 

A p Ar  B q Ar  Cr  Ar  B 
entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 

Der  umgekehrte  Satz  folgt  hieraus  unmittelbar  von  selbst. 
Kehren  wir  nach  dieser  Abschweifung  nun  wieder  zu  unsern 
obigen  Betrachtungen  zurück,  so  ergiebt  sich  aus  dem  vorherge- 
henden Satze,  dass,  jenachdem  der  Anfang  der  Coordinaten  und 
der  Punkt  (pqr)  auf  derselben  Seite  oder  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  durch  die  Gleichung 


Ax  4*  By  + Cz  4 Ü — 0 
charakterisirten  Ebene  liegen,  die  Grössen 

I)  und  4 -■=  Ap  4 Bq  4*  Cr  4 D 
gleiche  oder  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  und  umgekehrt. 
Nehmen  wir  also,  was  offenbar  verstauet  ist,  die  Grösse  D immer 
als  positiv  an,  so  ist  die  Grösse 

A = A p 4*  B q 4*  C /’  4 D 

positiv  oder  negativ,  jenachdem  der  Anfang  der  Coordinaten  und 
der  Punkt  (p  q f)  auf  derselben  Seite  oder  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  die  Gleichung 

Ax  4'  By  4-  Cz  Ar  B = 0 
charakterisirten  Ebene  liegen. 

Wenn  daher  der  Punkt  (p  q r)  in  dem  einfallenden  Strahle 
selbst  liegt,  so  muss  man  in  allen  obigen  Formeln  die  obern  oder 
untern  Zeichen  nehmen,  jenachdem  der  Anfang  der  Coordinaten 
und  der  Punkt  (p  q r)  auf  derselben  Seite  oder  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  der  durch  die  Gleichung 

Ax  + By  4 Cz  4 1)  = 0 
charakterisirten  Ebene  liegen. 


Wenn  dagegen  der  Punkt  (p  q r)  in  der  Verlängerung  des 
einfallenden  Strahls  über  den  Punkt  (pl  qv  r,)  hinaus  liegt,  so 
muss  man  in  allen  obigen  Formeln  die  obern  oder  untern  Zeichen 
nehmen,  jenachdem  der  Anfang  der  Coordinaten  und  der  Punkt 
(p  q r)  auf  entgegengesetzten  Seiten  oder  auf  derselben  Seite  der 
durch  die  Gleichung 

Ax  Ar  By  4 Cz  Ar  0 — 0 
charakterisirten  Ebene  liegen. 
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Nimmt  man  also  den  Punkt  (p  q r)  selbst  als  Anfang  der 
Coordinaten  an,  so  muss  man  in  allen  obigen  Formeln  in  dem 
ersten  der  beiden  vorher  unterschiedenen  Fälle  die  obern,  in  dem 
zweiten  dieser  beiden  Fälle  dagegen  die  untern  Zeichen  nehmen. 

Zur  Bestimmung  der  Winkel  ßn  y,  hat  man  nach  53)  die 
Formeln ; 

Icos  --  p cos  a + cos  a'  (p  oos  0 ^ ) 1 — p2  sin  02), 

cos  ß,  — p cos ß ~F  cos  ß'  (p  cos  0 4i  / 1 — P2  sin  0), 

cos  y,  = p cos  y -j-  cos  y ( p cos  0 4z  Y 1 — p 2 sin  02)  ; 

in  denen,  da  in  Folge  der  gemachten  Voraussetzungen  jetzt  im- 
mer & < 90  ist,  nach  §.  8.  jederzeit  im  Falle  der  Reflexion  die 
obern,  im  Falle  der  Refraction  die  untern  Zeichen  genommen  wer- 
den müssen. 

Bis  jetzt  ist  p immer  als  positiv  betrachtet  worden.  Nimmt 
man  nun  aber  p im  Falle  der  Reflexion  stets  positiv,  im  Falle 
der  Refraction  stets  negativ,  und  bezeichnet  den  absoluten  Werth 
von  p in  allen  Fällen  durch  (ku),  so  ist  nach  dem  Vorhergehen- 
den offenbar  in  völliger  Allgemeinheit: 


68) 


i C08Ctl 

(P) 

cosß  | 
(p) 


1 


cos  et  4“  cos  a'  ( cos  0 4~  ~ y 1 — P2  sin  0 2)> 

P 

— cosß  + cos ß'  ( cos  0 4 — ) 1 — P2  sin  S2)y 

P 


cosy , 

(fO  ~~ 


1 


cosy  4"  cos y ( cos  0 4 — Y 1 — P2  sin  02)* 

P 


Die  Gleichungen  des  abgelenkten  Strahls  sind 
09)  *Zl£i  = lLzia„iiz£.; 

cos  of,  cosß , cosy{ 

und  können  nun  offenbar  als  vollständig  entwickelt  betrachtet 
werden. 

Die  Gleichungen  des  von  dem  Punkte  (p  q r)  auf  die  durch 
die  Gleichung  54)  charakterisirte  Ebene  gefällten  Perpendikels 
sind  nach  den  Principien  der  analytischen  Geometrie 


c—p  __  y—g  __  z — r 
A B C 
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und  wenn  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (p  q r)  von  der  in 
Rede  stehenden  Ebene  durch  E bezeichnen,  so  ist 

„a  \ (4/>  4~  Bq  4~  Cr  4“  D)1 

i } ~ A2+  B2+  C2  ■“  A2  + B2  + C2  * 

Weil  nun  nach  dem  Obigen  unter  den  gemachten  Voraussetzun- 
gen die  Grösse 

A = Ap  + Bq  -f*  Cr  4“  D 

positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  der  Anfang  der  Coordinaten 
und  der  Punkt  (p  q r)  auf  derselben  Seite  oder  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  der  durch  die  Gleichung  54)  charakterisirlen  Ebene 
liegen,  die  Entfernung  E aber  natürlich  immer  als  positiv  betrach- 
tet werden  muss,  so  ist 


72)  E=± 


Ap  -f-  Bq  4*  Cr  4“  B 
V A-  -f  IS-  - f C2 


A 


V ä1  + ii-  + c- 


indem  man  immer  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenach- 
dem der  Anfang  der  Coordinaten  und  der  Punkt  [p  q r ) auf  der- 
selben Seite  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  durch  die 
Gleichung  54)  charakterisirlen  Ebene  liegen. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnittspunkts  der 
durch  den  abgelenkten  Strahl  und  seine  Verlängerung  über  den 
Punkt  (Pt  //,  r,)  hinaus  dargestellten  geraden  Linie  mit  dem  von 
dem  Punkte  (p  q r)  auf  die  durch  die  Gleichung  54)  charakteri- 
sirte  Ebene  gefällten  Perpendikel  durch  p(i\  </(1),  r(l),  und  die 
Entfernung  dieses  Punktes  von  der  in  Rede  stehenden  Ebene  durch 
; so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  p{l)}  q(l\  r(,) 


nach  dem  Obigen  die  vier  folgenden  Gleichungen: 

p{i)  — p qlV) — q 

r(l)  __  r 

A B 

C ’ 

r— » 

'w' 

4 

-c 

v—/ 

1 

f 

r(1) — r, 

COS  Ci,  cosß , 

cos  y,  ’ 

oder 


P 


(i) 


— Pi  —(p—pt) 


q(n-ql 


(q  — qi)  _ r —rt  — (r— r,) 


A 


B 


p{l) — p{ <y(1)  — qL  __  r'  l) — r, 

cos  cosß, 


cos  Yi 


Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,  wenn  der  Kürze  wegen 

73)  Sl  = -jO/-?,)  — Hp— p,) 

A cosß,  — Bcosa, 

f“  # ( r — /’, ) — C (<y  — y, ) 

Bcosy,  — Ccosß, 

__  c'(P  — Pi)  — A(r  — r,) 

Ccosa,  — 4 co«y, 

„(i) 


,(») 


/b 


7 1 _ i,;l)—  r, 


- wQ 


gesetzt  wird : 

74) 

co«  a , co«  p,  co«  y, 

mittelst  welcher  Formeln  die  Coordinalen  y(1),  r(,)  bestimmt 
werden  können. 

Nach  59)  ist  nun 

4 cos  ß — B cos  c< 


■*(</  — <h  )—Hp—p, ) 


1 cos  c(  -f-  B cos  ß 4~  ( cos  y 


4. 


und  nach  68)  ist 
Acosß,  — Beos  d, 

M 


— A cos  ß — B cos  a 


1 


+ (A  cos  ß'  — B cos  o)  (cos  Ö + ~ß  ) 1 — P'sin 

also  nach  62) 

Acosß,  --  B rosa,  =-  f,u)  {Acosß  — Bcoscx ). 
Folglich  ist  nach  73) 

75")  Sl  = — 

((■i)  (/I  COS  Ci  *-}-*  Bcosß  4~  Ccosy ), 

und  daher  nach  74) 


«-)• 


7G)^a>  ~p' 


,(») r(l) 


COS  Ci 


cos  ß, 


cos  y,  (ft)( A cos a 4~  Bcosß  4-  Ccosy ) 


Nach  59)  kann  man  diese  Gleichungen  auch  unter  der  folgenden 
Form  darstellen: 


Pw—Pl  _ 

1 

p — P\ 

cos  ci, 

(P) 

cos  ct 

1 

<1  — (1\ 

cos  ß , 

(fO ' 

' cos  ß ’ 

7»(1) r ^ 

1 

r— 

cosy , 

(f*) ' 

cosy  * 

also 


, 1 COS  «j  , \ 

pm  — p,  + — • zzr.L  (p—Pi)> 


77) 


,(») 


«7t  + 77TT  * 


(fl)  COS  Ci 

1 COS  ß, 


(ft)  cos/3 


(? — Qi  )* 


r,  + JL;£2£2l  (r_r,). 

(ft)  cosy 


Auch  ist 

/?(1)  -j o -(/?,  — />)  _ ?(1) 


(#,  — 7) r(1)  — r — (r,  — r) 


cos  « 


cos/3, 


cos  y. 


(ft)  (.4  cos « ■+■  Bcosß  + Ccosy )y 


und  folglich 


/>(1)— = Pl  — P + 


4 cos  «, 


?tl)  — 9 


?1— ? 4- 


«(>) 


r ==  r,  — r + 


cos  « 4"  B cos  ß 4~  C cos  y) } 
d cos  ß, 

{^){Acosa  -f  Bcosß  4-  Ccosy)  }. 

d cos  y, + 

(ft )(Acosa  4“  Bcosß  4-  C cosyY 


also,  wenn  man  für  die  Grössen  px  — p , qx  — q}  rx  — r ihre  aus 
59)  bekannten  Werthe  einführt: 


cos« 


P 


O). 


(ft) 


— cos« 


A cos « 4-  Bcosß  4~  Ccosy  J 
cosßl 


M)  — 


(ft) 


— cos/3 


A'cosa  4“  Bcosß  4~  Ccosy 


cosy, 

w 


cos  y 


A cos  a 4-  Bcosß  + Ccosy 

Führt  man  nun  aber  für 

cos  ctj  cos  ßj  cos  y, 

(p)  } (p)  ? (p) 

ihre  aus  68)  bekannten  Werthe  ein,  so  erhält  man: 
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78) 


//'>  — p 


r(l)  — r 


cos  a ( cos  & 4 ) i — ft*  sin  ®a) 

£ 

,4  cos  d -f-  Beos?  + Ccosy 

cos  ß'  (cos  &-{-—}  1 — p2  sin  ö*) 
^ 

.4  cos  n B cos  ß + G cos  y 

cos  y ( cos  ® 4"  “ ? 1 — p2  f* in  #J) 
P 

A cos  a 4-  B cos  ß 4~  ( r0<s  y 


in  welche  Ausdrücke  man  nun  auch  noch  lür  cosu  , cos  ß' , cosy 
ihre  aus  63)  bekannten  Werthe  einführen  könnte. 


Bekanntlich  ist 


(mW  __  iAP{l)  + Bq(X)  4-  Cr{l)  + l))2 

{L  ] " A2  + B2  + C2 


oder,  weil 
ist, 

(FW)2  = 


Ap\  4”  B <y,  4“  Crt  4*  D — 0 

\A(pW^-pi)  + B Q/‘>  - <h  ) 4-  C (r(l)  - r, ) , 2 
A2  + B2  4-  C2 


Folglich  ist  nach  75)  und  76),  wie  man  leicht  findet: 


Nach  68)  ist  aber 


/ Aco8dl  4“  Bcosßj  4“  Ccosyt 


}rA2  4-  B 2 4-  C 2 


Sl 


)■ 


Acosal  4-  Bcosß{  4“  Ccosyx 
— 

— A cos  a 4~  Bcosß  4“  Ccosy 

4-  (Acoscc  4-  Bcosß  4 -Ccosy)  (cos  S 4“  fl  p2sin&2), 


P 


also,  weil  nach  64)  und  63) 

A cos  cc  4“  B cos  ß 4“  C cos  y = cos  ® ) A2  4"  B 2 4*  C2 
und 

A cos  ct  + B cos  + C cosy  = +.  Y“  A2  4~  B2  4 C 2 
ist: 
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.1  COS  tt,  4-  II  COS  ß,  + Ccos/i 


o> 


^1‘4-T2  + 6~ 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

(E(l))2  =*  &2  (1  — fi?*m©*) 


i l O]/", ö 

X — / 1 — n-  sm  (y~. 

ft 


Wenn  der  Punkt  (j)  q r)  in  dem  einfallenden  Strahle  selbst 
liegt,  so  haben  nach  dem  Obigen  die  Grössen 

A cos  a -p  B cos  ß + Ccosy  und  A 

entgegengesetzte  Vorzeichen,  und  nach  75)  ist  also  in  diesem 
Falle  S2  stets  eine  negative  Grösse.  Daher  ist 

79)  E (1>  = — Sl  r 1 - ft2  sin  &2 

oder 

gO)  £<!)—_  a)  i — ft-  sin  &2 

(ft)  (A  cos  a -p  B cos  ß -p  i ” cos  y ) 


Nach  72)  und  80)  ist 

E n-  (ft)  A cos  a -p  Bcosß  -p  Ccosy 

£(l)  Kl  — p* sin®1'  Y A 1 -P  9 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  je- 
nachdem  der  Anfang  der  Coordinalen  und  der  Punkt  (p  q r)  auf 
derselben  Seite  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  durch  die  Glei- 
chung 54)  charakterisirten  Ebene  liegen. 

Wenn  der  Punkt  (p  q r)  in  der  Verlängerung  des  einfallenden 
Strahls  über  den  Punkt  (/?,  qx  rv)  hinaus  liegt,  so  haben  nach 
dem  Obigen  die  Grössen 

A cos  a -p  Bcosß  -p  Ccosy  und  A 

gleiche  Vorzeichen,  und  nach  75)  ist  also  in  diesem  Falle  £1  stets 
eine  positive  Grösse.  Daher  ist 

79*)  £(l)  = Sl  V f — (X-  Sin  ö- 

oder 


80*)  E 


(i) 


aY  i 


ft-  sin 


02 


(ft)  (A  cos  a -p  B cos  ß + C cos  y ) 


Nach  72)  und  80^)  ist 
E . (ft) 


± 


rr 


ft  - sin 


02 


4 cos  a -p  B cos  ß -p  C cos  y 
V A-  + II-  + & 


wo  wieder  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenach- 
dem  der  Anfang  der  Coordinalen  und  der  Punkt  (p  q r)  auf  der- 
Grmiert  optische  Untersuch.  I»  4 


§ 


* selben  Seile  oder  auf  entgegengesetzten  Seilen  der  durch  die 
Gleichung  .VI)  charaklerisirten  Ebene  liegen. 

"Wenn  nun  aber  der  Punkl  (//  //  r)  in  dem  einfallenden  Strahle 
selbst  lieg! , so  ist  nach  04) 

1 cos  a -f“  I)  cos  ß -j-  C cos  y 


cos  0 


=F 


) .1-  + n- + c- 

und  wenn  der  Punkt  {/>  q r)  in  der  Verlängerung  des  einfallenden 
Strahls  über  den  Punkt  (/?,  q{  r,)  hinaus  liegt,  so  ist  nach  04) 

. A cos  a -f“  K cos  ß -}-  Ccosy 

COS  0 ==  + r — — — , 

t A2  + B2  + C 2 * 

indem  mau  immer  die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt , jenacli- 
dem  der  Anfang  der  Coordinalen  und  der  Punkt  (p  q r)  auf  der- 
selben Seile  oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  durch  die 
Gleichung  VI)  charaklerisirten  Ebene  liegen. 

Folglich  ist  nach  dtm  Vorhergehenden  offenbar  in  völliger 
Allgemeinheit: 


81)  ~ 


K 


( u ) COS  0 


1'  ) 1 — (u~  sin  0~ 

Wenn  sich  0 der  Nu II 7 d.  h.  wenn  sich  der  einfallende  Strahl 
dem  von  dem  Punkte  (p  q r)  auf  die  durch  die  Gleichung  Vi) 
charakterisirte  Ebene  gefällten  Perpendikel  nähert,  so  nähert  sich 
der  Bruch 

K 


der  Gränze  (</),  also  R0)  der  Gränze 

E_ 

M ’ 


Für  ^ — 4.  1 ist  nach  78) 


2 cos  Ci  cos  0 


j/O  — tj  — 

* 7 A cos  a 4"  ßcosß  4-  Ccosy 


/')  _ 


r(0 


r 


2cosß/  cos  0 

A cos  a 4-  B cos  ß 4-  Ccosy 

2 cos y cos  0 

A cos  c<  4-  Bcosß  4-  C cos  y 


A. 


A. 


also  nach  <>4) 
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/”  — P = T 

'y(l)  - j = T 


2 6’O.S“ 

= 

r + & + c2 

2 cos  ß' 

T^r-—- -■— Z/, 

r yc  4-  ü-  4-  c- 


r(I)  — r 


=F 


cos  y 


A: 


T A2  -I-  B2  -i-  6r' 


und  folglich  nach  G3): 


F ’~P 


2 AA 


2 4 (47p  4~  Bq  4~  Cr  4"  D) 


82)  IqM-q 


A2  4-  B2  4-  c2 

yC  4-  73-  4-  C- 

_ 2 77 

277  y/i  + ftz  + Cr+ß) 

/i—f-yy-'+c- 

,1-  -f-  77-  -f  C2 

2fz7  __ 

J O 1 TT’kO  1 

2 C (Ap  -f-  77-/  + Cr  -f-  ») 

i O 1 r»0  1 

also 


2A(4p  + 7>4/  -(“  Cr  -f-  7>) 

4-  + 7?"  + C~  ’ 

27?  (Ap  + Bg  + Cr  + D) 

A2  + B2  + C2 

2 C (Ap  + Bq  + Cr  + D) 

A2+  & + C2  ‘ 

Weil  diese  Ausdrücke  der  Coordinaten  pM),  q[l\  r(l)  von  den 
Winkeln  a,  ß,  y ganz  unabhängig  sind,  so  erhellet,  dass  in  die- 
sem Falle  die  geraden  Linien,  in  denen  alle,  nöthigenfalls  ge- 
hörig verlängert,  durch  den  Punkt  (pqr)  gehenden  einfallendcn 
Strahlen  liegen,  sich  nach  ihrer  Reflexion  bei  der  durch  die 
Gleichung 

Ax  4-  By  4-  Cz  4-  D = 0 

charaklerisirlen  Ebene  sämmtlich  in  dem  Punkte  (p(1)  q (l)  r(1))  des 
von  dem  Punkte  (p  q r)  auf  diese  Ebene  gefällten  Perpendikels 
mit  einander  vereinigen. 

Aus  den  Gleichungen  83)  folgt 

4p(‘>  4-  Bqw  4-  Cr <*> 

“4p  + Bq  4"  Cr  ‘ — 2 (4p  4“  Bq  4-  Cr  4-  7)), 


pO)  — p 


0) 


83)  \ <l  ' =~~  <1 


ro)  ==  r 


also 


4* 


Ap0)  + Bqln  4-  Ctxi)  -f  1)  - — (Ap  + Bq  + Cr  -f  />), 

woraus  sich  mit  Hülfe  des  oben  bewiesenen  Lehrsatzes  ergiebt, 
dass  die  Punkte  (p  q r)  und  (p(l)  q{x)  r(1)j  immer  auf  entgegenge- 
setzten Seiten  der  durch  die  Gleichung 

A x 4“  B y 4~  C z 4"  B 0 
charakt erisirten  Ebene  liegen. 

Aus  der  Gleichung  bl ) folgt 

E = £(,) , 

so  dass  also  die  beiden  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  durch 
die  Gleichung 

Ax  4-  B\J  4-  Cz  4-  B = 0 

charaklerisirlen  Ebene  liegenden  Punkte  (p  q r)  und  (/>(,)  <y(,)  r(,)) 
von  dieser  Ebene  gleich  weit  entfernt  sind. 

Aus  allem  Vorhergehenden  erhellet  zugleich,  wie  man,  wenn 
der  Punkt  (p  q r)  gegeben  ist,  den  Punkt  (//(,)  q{X)  r(l))  immer 
leicht  durch  Conslruction  finden  kann. 


Für  p 


1 folgt  aus  den  Formeln  78)  sogleich 
P(l)  P>  q(iy  q>  r(l)  r; 


und  aus  der  Gleichung  81)  ergiebt  sich,  wie 
lieh  ist, 

E(l)  — E. 


es  hiernach  erforder- 


])ie  Deutung  dieser  Resultate  fällt  sogleich  von  selbst  in  die  Au- 
gen, und  bedarf  keiner  weitern  Erläuterung. 


§■  10. 

Wir  wollen  nun  eine  Kugelflüche  betrachten,  welche,  wenn 
wir  durch  ✓/,  , bx  , r,  die  Coordinaten  des  Mittelpunkts  und  durch 
//,  den  Halbmesser  derselben  bezeichnen,  bekanntlich  durch  die 
Gleichung 

84)  {x  — 4~  (y  — )~  4~  (~  — c, = B{ ~ 

charakt  er  isirt  wird. 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Durchschnillspunkls  der 
geraden  Linie,  in  welcher  der,  nölhigenfalls  gehörig  verlängert, 
durch  den  Punkt  (p  q r)  gehende  einfallendc  Strahl  liegt,  mit  die- 
ser Kugeltlache , d.  \i  die  Coordinaten  des  Einfallspunkts,  wieder 
durch  />,  , <7, , rt ; so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  nach  dem 
Obigen  die  folgenden  Gleichungen: 


oder 


V\  — p 

q i ~ (i 

— r 

cosa 

cos  ß 

cos  y ’ 

— di)2  4“  Oh  “ 

bl)2  4”  O'i 

- c,)-  = K,2; 

Pi  — p 

(h  — q 

r,  — r 

cosa 

cosß 

cosy  ’ 

! Pi  — P ~ 

- («,  — 

p)\ 

o 

+ f 9i  ~ 9 ~ 

- (4,  - 

q)\ 

2 [ /)’  - 

- > lii  * 

+ Ir,  — r — 

- Oi  — 

r)  } 

O j 

Weil  nun  wesen  der  zwei  crslen  Gleichlinsen 


<h  — Oi  ~ 9) 


a 


r, 


r ~ Oi  — '0 


(/>! — ■ i>)  cos  ß — (6|  — </)  cos 

COS  Ci 

(/>,  — p)  cos  y — • (c,  — r)  cos  a~ 

cos  a 


2 } - li, 2 


ist,  so  ist  wegen  der  dritten  Gleichung: 

\P i — p — («i — p) } 2 cos  a~ 

4"  { (p\  — p ) OOS  ß — {b{  — q)  COS  Ci  1 ~ > = li , ~ cos 
4~  { (pi  — p)  cos  y — (c,  — r)  cos  a } 2 ) 
also , weil  bekanntlich 

cos  er  4“  cos  ß2  -f-  cos  y2  =-  1 
ist: 

(p i —p)2— 2 { (a,  —p)  cos  c<  4”  (bL  — q)  cos  ß + (cL~  r)  cos  yl  (pL  —p)  cos  a 

= { #i2  — [(«i  — p)2+Oi — </)2  + (c*  — O2  J J 

oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


cosa 2, 


85) 


E,  ==  V(ai-—py2  4-  (f)\—(lY  + Oi~  r)2, 

\Kl  =(a,  — p)  cos  «4*  (bi  — q)  cos  ß -f*  (C[  — r)  cosy 

setzen,  wo  Ev  bekanntlich  die  Entfernung  des  Punktes  (p  q r) 
von  dem  Mittelpunkte  («,  c,)  der  gegebenen  Kugellläche  ist: 

(Pi  — p)2  — 2 h\  (pi  — p)  cos  a ===  2 — Ei 2)  cos  er. 

Lösen  wir  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche  Weise 
auf,  so  erhalten  wir 


lind  nach  dem  Obigen  haben  wir  daher  überhaupt  die  drei  folgen- 
den Gleichungen: 


P\ 


COS  (c 


Kt  ± V V + V - E, 2 , 
K>  ± t V + V 'V, 

Ä|  ± } v + v - 


wo  natürlich  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  be- 
ziehen. 


Nehmen  wir  nun  fürs  Erste  den  nach  dem  Punkte  (/>,  y,  /’,) 
gezogenen  Halbmesser  der  gegebenen  Kugelllache  als  Eiulallslolh 
an;  so  haben  wir  offenbar  die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen 
Gleichungen: 


also 


<7,  — — Ry  cos  u , 

y,  — A,  cosß, 
c,  — r,  — Iiy  cosy  ; 


87) 


COS  Ci 


<h  ~ Pi 

A\ 


cos  ß — • 


b,  — 


1//. 


Ä. 


COS  / 


r, 


A) 


und  folglich  nach  80): 


f __  (h  — /> 

- 1 ff, 

± c «, 2 + 2 

E - } cos  o 

C OS  (<- 

r„..#  b<- ' 1 

- ( /•', 

± c ä,  2 + 1(, 2 

— E,  - )'cos  ß 

C (/ofJ 

Ri 

_ c\  — r 

— (ff, 

4:  ^ A,  - + ff, 2 

— /;,  - ) cos  y 

C ()o  f - ' 

R, 

Weil  nach  53) 

cos  0 = — (cosa  cos  u -J-  cosß  cos  ß'  -f-  cosy  cosy) 
ist,  so  erhalten  wir  aus  85)  und  88)  mit  Hülfe  der  bekannten 
Gleichung 

cos  a2  -j-  cosß 1 -f-  cosy 2 = 1 


leicht : 


89)  cos  ® = i 


rv+v-v 


R, 


(T 

Ö 


Jenachdem  nun  die  coneave  oder  convexe  Seite  der  gegebenen 
Kugeltläche  der  Richtung,  nach  welcher  der  durch  den  Punkt  (p  q r) 
eilende  Strahl,  von  dem  der  einfallende  Strahl  ein  Theil  ist,  sich 
bewegt,  zugekehrt  ist,  wollen  wir  im  Folgenden  sagen,  dass  der 
einfallende  Strahl  die  coneave  oder  convexe  Seile  dieser  Kugel- 
Hache  treffe.  Dies  vorausgesetzt  ist  daher  offenbar , jenachdem 
der  einfallende  Strahl  die  coneave  oder  convexe  Seite  trifft,  im- 
mer © < 90°  oder  © > 90°,  und  nach  §.  8.  sind  also  in  den 
Formeln 

cos  aL  = fi  cos  n -j-  cos  a'  (fi  cos  © i ) 1 — fi'1  sin  ©0  > 

cosßi  = p cos ß-j-  cos ß'  (fi  cos  © fjz  / 1 — fi1  sin  & , 

■ fi  cos  y-f-  cos  y (ficosS  i / 1 — fi2  sin  © 0 


/ 1 


im  Falle  der  Reflexion  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen, 
jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  coneave  oder  convexe  Seite 
der  gegebenen  Kugelfläche  trifft;  dagegen  sind  im  Falle  der  Re- 
fraetion  in  diesen  Formeln  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu  neh- 
men, jenachdem  der  einfallende  Strahl  die  convexe  oder  coneave 
Seite  der  gegebenen  Kugelfläche  trifft. 

Nehmen  wir  nun  aber,  wie  auch  schon  in  §.  4.  im  Allgemei- 
nen vorgeschrieben  worden  ist,  im  Folgenden  das  Finfallsloth 
mit  dem  einfallenden  Strahle  immer  auf  einer  Seile  der  gegebe- 
nen Kugelfläche  an,  so  muss  man  in  dem  Falle,  wo  der  einfallen- 
de Strahl  deren  convexe  Seite  trifft,  offenbar  in  den  obigen  For- 
meln für 

© und  a' , ß' , y 

respective 

180°  — © und  180°  — « , 180"  — ß\  180°  — / 

setzen,  wodurch  in  diesem  Falle  die  in  Rede  stehenden  Formeln*) 
in  die  folgenden  übergehen: 

cosccl~  [i  cos a -j-  cos  c/  (fi  cos  & ) 1 — fi 1 sin  ©2); 

cosßL=  fi  cos  ß -f-  cosß'  (fi  cos  © 4-  ^ 1 — f*2  sm  ®2)  , 

cosyL  = fi  cos  y + cos  y (fi cos  © ^ / 1 — fi2sin@2). 


e>)  Der  oben  in  53)  für  cos  & gegebene  Ausdruck  bleibt  imgeändert. 


Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  isl  daher  allgemein  im 
Falle  der  Reflexion: 


COS  C 

l 

ft 

COS  Ci 

+ 

cos  ci 

0 

cos 

0 

+ 

r i- 

- ft'2 

sin 

COS 

ß, 

= 

ft 

COS  ß 

+ 

cos  ß' 

(f* 

cos 

0 

+ 

rj 

- ft  ' 

sin 

e*  >, 

cos 

* f 
/ 1 

ft 

cosy 

+ 

cos  y 

(f* 

COS 

0 

+ 

n 

•> 

- u - 
* 

sin 

e5 1 

im 

Fi 

die 

der  Kefraclion: 

Cos 

«! 

ft 

COS  Ci 

+ 

COS  Ci 

(fi 

cos 

0 

— 

rr 

-ft' 

sin 

0’3- 

cos 

ß, 

= 

ft 

cos  ß 

+ 

COS  ßi 

(ft 

COS 

0 

— 

rr 

~ft  ‘ 

sin 

0 ) 

COS 

V 

/ 1 

= 

a 

» 

a os  y 

+ 

cos  y 

0 

cos 

0 

— 

1 1- 

-ft2 

sin 

0?  j. 

Also  ist,  wenn  man  immer  im  Falle  der  Reflexion  die  obern , im 
Falle  der  Kefraclion  die  untern  Zeichen  nimmt: 

cos  a,  ==  fi  cosa  -j-  cos  et  (a  cos  0 ^ i — ft ' sin  0 ■’), 

cosß,  = fi  cosß  -f“  cos  ß'  (fi  cos  0 di  ) 1 — (i*  sin  0 ), 

cosy , fi  cos y -j-  cos y (a  cos  0 i ) 1 — fi5  sin  0 ). 

Betrachtet  man  nun  aber  «,  welches  bisher  immer  als  positiv 

angenommen  worden  ist,  im  Falle  der  Reflexion  als  positiv,  im 
Falle  der  Kefraclion  als  negativ,  und  bezeichnet  den  absoluten 
Werth  von  fi  wie  schon  früher  auch  jetzt  wieder  durch  (f<);  so 
ist  in  völliger  Allgemeinheit: 


COS  Ci, 

w 

cosß, 

GO 

cos  Y\ 
"(#*>' 


cosa  + cos  a'  (cos  0 + 
cos  ß + cosß'  (cos  0 + 
cos  y -j-  cosy  (cos  0 -f- 


— IT  1 — (i2  sin  0 0 ) 

— V"  1 — fi2  sin  0 ‘ 3 » 
ft 

— I 1 — fi7  sm  0 J • 
ft 


ln  der  Gleichung  89)  ist  ofTenhar  das  obere  oder  untere  Zeichen 
zu  nehmen , jcnachdcm  der  einfallende  Strahl  die  concavc  oder 
convexe  Seile  der  gegebenen  Kugelfläche  trifft.  Also  sind  auch 
in  den  aus  W)  bekannten  Formeln 


V\  — p 

COS  Ci 


= Ki  dt  K- Kr — £r\ 


T-/  ='  ^ + 


r,  — r 
cos  y 

oder  in  den  Formeln 
Pt  — - 7>  _ 

COS  Ci 

(l\  — <1 

cos  ß 


r, 


Ki  dt  V~Ri 1 + K i ' — El  ’ ; 


Ki  i Ri 


Er—Hr 

i<r 


i,  ± »i  r 


I( 


1 


E^2  — K{2 


cosy  “ " /fj- 

die  obern  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen,  jcnachdem  der  ein- 
fallende Strahl  die  concave  oder  convexe  Seile  der  gegebenen 
Kugelfläche  trifft.  Nehmen  wir  nun  aber  den  Halbmesser  /*',  po- 
sitiv oder  negativ , jcnachdem  der  einfallende  Strahl  die  concave 
oder  convexe  Seite  der  gegebenen  Kugelfläche  trifft;  so  können 
wir  allgemein 


P\  — P 

cos  a 

<h~  <1 
cosß 

r,  —r 
cos  y 


ff 1 + ßj 
ffj  + Ki 


h- ■ j 

1 

ffr-ffr 

V 

E2-Kr 

X 

R r 

1 — 

Er— Kr 

Ri 


oder 


92)  { q, 


+ R\ 


r I = / 


- V 

V 

i 

Kp 

-Kr 

«r 

1 

-Kr 

COS  Ci 


= 7 + (ffj 


' + ( ffj  + A’i  Y"  l — —-j,  ■ - j cwsy 


setzen. 


Hallen  wir  die  vorher  wegen  des  Einfallsloths  gegebene  Be- 
stimmung fest,  so  ist  ollenbar,  wenn  man  7(  immer  als  positiv 
betrachtet, 

m 

7t*!  COS  Ci  ~ (lL  — 

]{L  cosß'  = bL  — qit 


oder 


Hl  cosy  =*  ck  — r 


Rl  cos  (180  — a ) — a,  — p j , 

Ri  cos  (180  — ß'j  ■=  bL  — <j{  , 

Rl  cos  (180°  — y ) = c,  — ri ; 

jenaclidem  der  ein  lallende  Strahl  die  eoneave  oder  convexe  Seite 
der  gegebenen  Kugelfläehe  trifft;  lind  folglich 

dt  Ri  cos  « = (h  — Pi > 

± 70  cos  ß'  = bl  — qlt 

± Ri  cos  y =-  ct  — 7’j  ; 

wenn  man  die  obern  oder  untern  Zeichen  nimmt,  jenachdern  der 
einfallende  Strahl  die  concave  oder  convexe  Seite  der  gegebenen 
Kugelflache  trifft.  Nimmt  man  aber  wie  vorher  den  Halbmesser 
7»i  positiv  oder  negativ,  jenaclidem  der  einfallende  Strahl  die 
concave  oder  convexe  Seile  der  gegebenen  Kugelfläche  trifft,  so 
ist  allgemein 

7?j  cos  ei  = al  — p[} 

Rl  cosß'  — by  — q{  , 


also 


Rl  cosy  — Cj  — r 


i > 


93)  cos  cc  ==  ^ Z£l 

Ä, 

und  folglich  nach  92): 


; cosß’ 


R , 


cos  y — 


Ci 


Ri 


1 

r 

COS  Ci  : 

«i—  P — 

(** 

+ Ri 

n 

~—Rr) 

Ri 2 J 

I cos« 

1 

1 

94)  < 

: cos  ß'  — 

b i —</  — 

(/<-, 

+ Ri 

n 

Äi 

Äi 2 > 

I C OS  ß 

J 

71, 

■ > 

1 

cos  y — 

ci  — r 

(*■ 

+ ä, 

rr 

K\ 

70*  J 

| cos  y 

Ri 


oder 


' 

- p — K{  cos  a 

— COS  Ci  Y 1 ~ - 

V — V 

COb  Cv 

lli 

Rr  ’ 

95)  < 

/ a' 

COS  ff  = 

q — K | cos  ß 

— cosß  Y 1 — 

h)  2 — h, 2 , 

Ri 

A, 2 J 

' __  C,  — 

r — 1(,  cosy 

V 

£,2—  A,2 

i i suo  / — - 

\ 

Weil  nach  dem  Obigen 

Ri 

bekannllich 

cos  y i i 

«r  ' 

cos  & = — C cos  a cos  a'  -f~  cos  ß cos  (3'  -p  cos  y cos  y) 

ist,  so  erhält  man  aus  den  vorhergehenden  Formeln  leicht; 


96}  cos  0 =f=  Y"  1 


oder 

97) 

cos  0 

_ Y.  (Ei  4-  KJ  CE,  — KJ 

a,2 

und  folglich 

98) 

sm  0 

Y (E,  + ff,  ) (E,  — ff,  ) 

' h,  2 

also  nach 

dem 

Obigen 

auch 

IPi  — V 4*  6h',  4-  A’(  cosS)  cos  a, 

<h  ===  q 4-  6h}  -p  A,  cos  0}  cos  ß , 

r,  = r + (h'i  + A,  cos  0)  cos  y . 

§.  11. 

Wir  wollen  nun  besserer  Uebersieht  wegen  die  im  Vorherge- 
henden entwickelten  Formeln  zur  Bestimmung  der  Lage  des  ab- 
gelenkten Strahls  nochmals  zusammenstcllen,  und  dieselben  mit 
einigen  die  Erleichterung  der  Rechnung  nach  diesen  Formeln  be- 
treffenden Bemerkungen  begleiten. 

Zum  Grunde  gelegt  wird  ein  beliebiges  rechtwinkliges  Coor- 
dinatcnsystem  der  x y z. 

Gegeben  sind: 

die  Goordinalcn  p , q)  r des  Punkles  (p  q r),  durch  welchen 
der  nolhigenfalls  gehörig  verlängerte  ein  fallende  Strahl  gehl; 


ferner  die  ISO  nichl  übersteigenden  Winkel  ß,  y,  welche 
der  von  dem  Punkte  (p  q r)  nach  der  Richtung  der  Bewegung  des 
Strahls,  von  welchem  der  einfallende  Strahl  ein  Theil  ist,  aus- 
gehende Theil  des  ersleren  mit  den  positiven  Theilen  dreier  durch 
den  Punkt  (p  q r)  gelegter,  den  primitiven  Axen  der  ./  y z paral- 
leler Axen  einschliesst ; 

endlich  die  Gleicliuiig  der  zurückwerfenden  oder  brechenden 
Kugelfläche,  nämlich  die  Gleichung 

{x  d-Y  + (//  — )2  + (s  — >’i)~  — tfj 

wo  der  Halbmesser  /<,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet 
wird,  jenachdem  der  Strahl,  von  welchem  der  einfallende  Strahl 
ein  Theil  ist,  die  concave  oder  convexe  Seite  dieser  Kugellläche 
trifft. 

Gesucht  werden 

die  Coordinalen  />, , y,  , r,  des  Kinfallspunkts , in  welchem 
der  einfallende  Strahl  die  gegebene  Kugelfläche  trifft , und  die 
ISO'  nicht  übersteigenden  Winkel  /3  , yn  welche  der  von  dem 
Punkte  (p{  y,  r,)  ausgehende  abgelenkte  Strahl  mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  den  Punkt  (pl  y,  i\)  gelegter,  den  primili- 
ven  Axen  der  x y z paralleler  Axen  einschliesst. 

Zur  Berechnung  dieser  sechs  Grössen,  durch  welche  die  Page 
des  abgelenkten  Strahls  offenbar  vollkommen  bestimmt  wird , hat 
man  nach  dem  Obigen  die  folgenden  Formeln. 

Zuerst  berechnet  man  die  Grössen  1\  und  /T,  mittelst  der 
Formeln 


A,  — ) (at  — py  -f-  U>\  — qp  -H  (c>  — rYi 

Kx  = (fl,  — p)  cos  a ( /y,  — q)  cos  ß + ( c,  — r)  cos  y ; 


und  hierauf  den  Winkel  0 mittelst  der  Formeln 
cos  0 = 


n 


(E,  + KJ  (E,  —KJ 


n 


oder 


sin 


0 


F'A. + '»  K Er  ~h  j 
U- 


wo  aus  der  ersten  dieser  beiden  Formeln  sogleich  erhellet,  dass 
der  bekanntlich  ISO  nicht  übersteigende  Winkel  & niemals  grös- 
ser als  00  ist,  was  sich  nach  der  aus  dem  Obigeli  bekannten. 
Annahme  des  Ein fallslollis  auch  von  selbst  versteht. 


Dann  ergeben  sich  die  Coordinalen  p{  , qx , r,  mittelst  der 
Formeln : 

lh  = p 4-  (hi  4 K{  cos®)  cos  tu 

(1\  = (l  *+■  (#1  4 ß,  cos®)  cosß, 

r,  = r + 40  + ßi  cos  ©J  c os  y ; 

und  hierauf  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel  a\ß\y  mittelst 

der  Formeln: 


COS  Ci 


0,—p 

Ki 


cosß'  = 


V» 


cosy 


C,  — r, 

*i  * 

Endlich  erhält  man  die  180'  nicht  übersteigenden  Winkel 
at  > ßi  j Vi  mittelst  der  Formeln: 

-■-/  ~ - — cos  ci  -f-  cos  c/  (cos  © 4 - / 1 — 4 sin  ©-) , 

W f* 

Toi ^ ==  cos  ^ © 4 ~ y i — 4 ©o  > 

\ r/ 


1 


-■  7^-^ l-  — cos r 4 cos/ (cos  © 4 1 

W 


4 sm 


©~J; 


wo  bekanntlich  (p,)  den  absoluten  Werth  von  f/  bezeichnet,  wel- 
ches im  Falle  der  Reflexion  stets  positiv,  im  Falle  der  Refraction 
stets  negativ  genommen  wird. 

Berechnet  man  die  Hülfswinkcl  w und  mittelst  der  Formeln 


tätig  cp 


bi 


c,  — r 


b . — q 

lancjty  ===  7 — — — =7  , . 

(rt,  — p)  cos  cp  co,  — p)  sin  cp 


so  ist,  wie  man  leicht  findet: 


L 


2 _ 0 «J  — /4 

\ COS'lp  ) 


Nimmt  man  aber,  was  offenbar  verstauet  ist,  wenn 


02 

b,  — q 

und  c{  — r 

positiv 

positiv 

negativ 

positiv 

negativ 

negativ 

positiv 

negativ 

ist,  cp  su,  dass  respeclive 

0 < cp  < 90°, 

90°  < cp  < 180°, 

180°  < cp  < 270°, 

270°  < ^ < 360° 

ist,  so  hat  cos  cp  mit  bt  — <y,  cp  mit  c,  — r stets  einerlei 
Vorzeichen,  und  das  Vorzeichen  von  lang 4'  ist  also  mit  dem 
Vorzeichen  von  — p einerlei.  Nimmt  man  dann  ferner  4>  stets 
positiv  und  nicht  grösser  als  180°,  so  hat  rosip  einerlei  Vorzei- 
chen mit  at  — p , und  man  kann  also  unter  diesen  Vorausset- 
zungen immer 


setzen. 


Berechnet  man  ferner  den  Hiilfswinkcl  co  mittelst  der  Formel 

sin  co  — i u sin  & , 

und  nimmt  den  absoluten  Werth  von  w nicht  grösser  als  90°,  so  ist 

cos  co  — y 1 — pl  sin 

und  folglich  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet: 

cosce.  ^ , sin  (co  -f-  &) 

— COS  a -f"  COS  Ci  - 


oder 


(fO 

cosß 

IW 


i i 


(P) 


— cosß  4"  cosß 


cosy  4~  cosy 


sin  co 
, sin  fco  - f-  f)) 
sin  co 
, sin  fco  4- 
sin  co 


cos  a , (p)  J cos  a -f-  cos  c/  - 


/ 


sin  ( co  4~  B)% 
sin  o) 

q ( \ ( o i tr  8in  (c° 

cosß,  — (p)  1 cos ß 4 cosß  - — . 

' sm  co 

, sin  fco  4" 


cos  y t — (p)  | cos  y + cos 


sin  co 


}• 


Daher  sind  die  bequemsten  Formeln  zur  Bestimmung  der 
Lage  des  abgelenkten  Strahls  jetzt  die  folgenden: 


fang  i[> 


tä  tig  cp 
b i — <t 


c . — r 


c i r 


Cat  — p)  cos  cp  (a , — p)  sin  ’ 
COS  1p 


li , --  Ca  i — p)  cos  a 4 Cb , — q)  cos  ß + (c  t — r)  cos  y ; 
sin  & - 


YWT+KJCEt—Kt)  . . ^ 

- / ^ , sin  co  = p sm® 

'*  i ' 

yyt  = /;  4 (Ki  4~  cos®)  coscc, 

q , = q + fA’j  4 Ä,  COS®)  COsß, 

r , r 4 (hi  4 R i cos®)  cosy; 


«l  - 

—P\ 

h 

G 

_ i,  - 

~(U 

H 

► 

l 

__  ct  - 

-rt 

R 

i 

cosß' 
cosy ' 


, x f , / 8i«fr>  + 

COSCi.—  iu)  < COS  Ci -j- COS  Ci  • -> 

v Ä7M.  ü)  j 


cos  ßL  -=  (p)  j COS  ß 4 COS  ß 
cos  y1  = (p)  j cos  y 4 cos  y 


sin  co 
> sin[co  4 ®) 


sin  co 

, sin[co  4 ®) 
sin  co 


}> 


Wie  die  Winkel  cp , ip,  co  genommen  werden  müssen,  ist  aus 
dem  Obigen  bekannt;  der  Winkel  ® ist  nie  grösser  als  90°  zu 
nehmen. 

Die  Gleichungen  der  durch  den  abgelenklen  Strahl  und  seine 
Verlängerung  über  den  Punkt  (p{  q]  r{)  hinaus  dargestellten  ge- 
raden Linie  sind 


P\ 


COS  ct  A 


y—<i\ 

cosß  t 


r 


cosy  j 


und  können  daher  mittelst  des  Vorhergehenden  auch  immer  leicht 
entwickelt  werden. 


§.  12. 

Die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  (p  q r)  und  den  Mittel- 
punkt (at  b{  c\)  der  gegebenen  lüigellläche  gelegten  geraden  Li- 
nie sind 


100) 


x — a 


y — b » « — 


c 


p — a i <j—bi  r — c, 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinulen  des  Durchsclmillspunkls  die- 
ser geraden  Linie  mit  der  durch  den  abgelenkten  Strahl  und  seine 
Verlängerung  über  den  Punkt  (j/,  <y,  r,)  hinaus  dargestellt en  ge- 
raden Linie,  deren  Gleichungen  nach  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen 


JQJj  £ V I ,v (J_\  _ ^ 1 I 

cos  c(  1 cos  ß , cos  y , 

% 

sind,  durch  x,  y , <3;  so  erhallen  wir  mittelst  der  beiden  vorher- 
gehenden Systeme  von  Gleichungen  leicht: 


x—  o,  _ y — !>i 
P °[  f/~b  i 


C| 


r Ci 


und 


(f]\  — cos«,  — fy,  — cos ß i 
Cq  — b^)  cos  «x  — (p  — cosßi 

(r{  — c,)  cos  ß,  — Q/ , — b i ) cos  yl 

(r  — Cj}  cosßL  — (y  — b{)  cos 

Lp i — ff,)  cos y,  — L r,  — c,j  cos «, 
— Ol)  cosy1  — Cr  — cl)  cosaL 


103) 


X — P i _!/  — V i ^ ~ 
cos«!  cos ß,  cos  y, 


( P i Oji  — - Cq  />,  > (]> , «, ) 

(q  — ä,  ) cos  «j  — — at)  cos  ßj 

( <1  ~ bj  (r , — oj  — (r — c, 2_L q i — b , } 
(r  — c . ) cos  ßy  — (q  — b[ ) cos  y ( 

Cr—  cj  (p i — o,7  — (p  — a \)  Cr, — cj 
(/> — Q-i)  cosyL  — (r  — c,)  cosaL 

woraus  sich  auch  die  Gleichung 


05 


103*)  0 = \(q — bß)  (r1  — c,) — (r — c,)  (qx — £»,)}  cos«t 

+ Kr  — c,)  (Pt  — «,)  — (/? — «j)(r,  — ■ C|)}  cos/?! 
+ K/>  — fli)  (9i  — hi)  — (q—bl)(px—ai'))  cosyi 

ergiebt. 

Es  ist  nun 

(q  i Ä,)  cos«t --(/?, —a,)  cos/?, 

\{q  — bt)  + {qx—q)  \ COS  ct , 

— '(/>  — fl,)  + {px—p)\  cosßt 

— (q  — Z>,)  cos«,  — (/? — «,)  cos/?, 

4-  (qi—q)  cos«,  — (pi~p)  cos/?, 

= (</  — ä,)cos«,  — (p — ö,)  cos/?, 

— (cos«  cos/?,  — cos/?  COS  « ,)  (A,  +/?,  CO$  0), 
und,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

104)  & = cos  0 4*  - 7rl  — ft-  sm0? 

ft 

setzen  : 

cos«  cos/?,  — cos/?  cos«,  = (ft)  (cos«  cos/?'  — cos/?  cos«')  & 

<jV 

= (fl)  l(Pi—at)  cosß  — (qt  — hx)  cos«!  -- 
= W (C/?  — fl|)  cosß  — (</  — £,)  COS«} 


Also  ist 


Ä. 


(^7 , — />,)  cos«, — fl,)  cos/?, 

(v  — ^i)  cos«, — (/?  — a,)  cos/?, 

(ft)  &(/i , 4-  cos  0) 


4-  {('/  — cos  a — (/;  — fl,)  cosß} 

Ferner  ist 

(q  — b i)  cos«, — (/> — fl,)  cos/?, 

(ft)  { (<y — ä,)  cos«  — (/?  — fli)  cos/?! 

4-  (ft)  \(q — bt)  cos«  — (p  — fl,)  cosß'}  X 

(ft)  { (q  — bx)  cos«  — (p  — fl,)  cosß} 


Ä. 


£ 


— (ft)  {(?  — />,)  (/> , — fl,)  (p  fl i ) (q i — b,)  I — - 

t*  i 

(ft)  \ (q—  b ß)  cosu  — (p  — a ,)  cos/? } 

/ 'l  / \ c \ Q\  ^ ( b I P y cos  0) 

— (ft)  H<7  — bJCQSCi — (/> — aßcosßi 

t*  i 

, A 7 ^ x ß\  f i Ä(/i,  4*  ß,  COS  0)) 

— (^)  {(^r  — />,)  cos«  — (/?  — fl ,)  cos/?,  ^1 - j, 

Grunert  optische  Untersuch,  I.  5 


GG 


und  folglich  nach  dein  Vorhergehenden 

0/, — />,)  cos  a , — (/>,  -rt,)  ros/5, 
(ft)  (G/ — /;,)  ros«  — (/>  — o,)  cosßj. 
Also  ist  nach  102) 


105) 


x — a i ?/  — /> , z — r , 

y — b i r — r» 

A, 


A , — £(h  , 4~  A,  cos  U) 

und  folglich,  wie  sieh  hieraus  leicht  crgiebt: 

, x — p y — <y  ä — r _ £(71)  + /? , cos  @) 


100) 


x di  y — bt  z - — c 


Ä. 


Mittelst  der  Gleichungen  105)  und  106)  erhält  man  sogleich: 

A,  r \ 

(p  — a i ), 


x (li  lil  — £ {Kl  + A4  ros  ö) 


107)  ( y — bx  = - 


A 


A',  — (A , + A,  cos  feT) 


5 — r 


A, 


Ä,  — ^(/f,  4-  A , ros  (s) ) 


(r  — c.) 


und 


108)  i 


SEC /r,  + «,  co«  ©)  , 

* P Ä,  — SE(A  , + ft,  cos  0)  P (l,)' 

£ (h  i 4~  A | cos  ®)  , v 

?y~'y  — A,  - SE(/i,  T Tt , cms w)  ,y  ‘ 1 ’ 

£(A't  + A,  ros  0)  , x 

Ä.  - &(*,  + Ä.  cM«)(r_C')- 

Bestimmt  man  aber  aus  diesen  oder  den  vorhergehenden  Gleichnn 
gen  die  Coordinaten  x,  y , z seihst,  so  erhält  man: 

p li  i — (i , £ ( /i , 4"  H , ros  &) 

Rt  — £(Kt  +Kt  coTST  ’ 

qRt  — h | £(l\t  4 R\  cos  &) 

A,  — l(/i,  4A,  cosSj 

r I! , C,  $E(fl  | 4-  A,  COS  0) 

A,  - X(A  | 4 A,  COS  &j 


X 


109)  ( y 


oder,  wenn  man  für  3!  seinen  aus  104)  bekannten  Werth  setzt: 


07 


X 


110)  ( V 


p Rl  — aL  ( K[  4 RL  cos  0)  (cos  0 4 ~ ? 1 — p~  sin  02) 

tl  ^ 

/?!  — ( I(L  R i cos  0)  (cos  0 4*  1 — ft2sm  02) 

p 

4 

— bt  (Kl  4*  Ri  cos  0)  (cos  0 4 ~ } 1 — g2  sin  0‘O 



Rt  — (Kl  4 Rt  cos  0)  (cos  0 + ” ? 1 — f1’  sin  02) 
rßx  — c1(A1+  ß,  CM®)  (cosö+  -Vi—a-  sin  &-) 

P 

/?i  — (I(L  4 Ri  cos  0)  (cos  0 4 — V 1 — fi*  sm  0-) 

fi 


Die  Gleichungen  der  durch  den  Punkt  (/>  q r)  und  den  Mit- 
telpunkt (c/j  />,  c,)  der  gegebenen  Kugelflache  gelegten  geraden 
Linie  sind  auch 


oder 


111) 


x — p _ 1/  — g _ £ — r 
«i  — P d ci~  r 


112) 


^ — (t 

«i  — V 


Lassen  wir  nun  die  durch  den  einfallenden  Strahl  und  seine  Ver- 
längerung über  den  Punkt  (/>,  r,)  hinaus  dargesl eilte  gerade 

Linie,  deren  Gleichungen,  weil  in  ihr  bekanntlich  der  Punkt  (p  q r) 
liegt, 


oder 


113) 


114) 


x — V 

v — 

- q z 

— r 

COS  Ci 

COS 

ß 

cos  y 

cos  ß 

P)> 

q ~ 

(x  — 

COS  Ci 

r — 

cos  y 

(x  — 

;0 

COS  Ci 

sich  um 

den  Punkt  (p 

q 0 

7 ------  '-11/  / 

durch  den  Punkt  (p  q r)  und  den  Mittelpunkt  (a { b\  ck)  der  ge- 


(is 


gebenen  Kugelflüehe  gehenden  geraden  Linie  nähern;  so  werden 
wegen  der  Gleichungen  1 1 2)  und  114)  die  Grössen 


cos  ß 
cos  et 


und 


cos  y 
cos  u 


r 


sich  respeclive  den  Grössen 

^=-2  und 

at  — p ( 1 , — p 

nähern.  Weil  aber  bekanntlich 

COS  er  -f-  cosß1  + COS  y - = 1, 

also 

«««*{  1+  f^v+  « 

t \ cos  a / V cos  et  / ) 


ist,  so  ist  offenbar  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander: 


cosa 


~~  ± 


Ti  + (2ü£y+(’££UY 

\ cos  ec/  \cos  u / 

cos  ß 


cosß  — 


cos  cc 


H + f ? i+7  ü ; ) '* 

\cosaJ  \ cos  ec  / 


COS)'  - 


i 


cos  y 

Cos  C( 


r i + + (™iiy  ’ 

\ cos  et/  \ cos  et/ 


und  wenn  also  die  durch  den  einfallenden  Strahl  und  seine  Ver- 
längerung über  den  Punkt  (j , r,)  hinaus  dargestellt e ge- 
rade Linie  sich,  um  den  in  ihr  liegenden  Punkt  (p  q r)  gedreht, 
der  durch  den  Punkt  (p  q /•)  und  den  Mittelpunkt  (at  /> , c,  ) 
der  gegebenen  Kugelflüehe  gehenden  geraden  Linie  nähert,  so 
nähern 

cos  et , cos  ß , cos  y 

sich  respeclive  den  Gränzen 


wo  die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen. 
Also  nähert  die  Grösse 

Kv  ==  (at — p)  cos  a + (^i — (l)  oosß  -f-  (c, — r)  cosy 
sich  der  Grösse 


± 


d.  i.  der  Grosse 


a i 


. (£i  — <d2  , (c,  — ?y2 
v H — 


a i 


(i, 


\a,  — p/  \a, — pj 


± (al-p)Kl+  (V-/')  + 

Vöi  — pJ  \ö,  — p / 

und  I(v2  nähert  sich  folglich  olfenbar  der  Grösse 

-Ei2=  (ci\ — p)~  + C^i — <lf  ~f  (c,  — r)2. 
Weil  nun  bekanntlich 


. „ K(E,  4-  K,)  (E,  - /(,)  Ke, 2 - E? 
sin  (y  — ! Tr-, — — t~~  I jj~7 — • 

/l| ~ n, 

und  0 nicht  grösser  als  90°  zu  nehmen  ist,  so  nähert  sieh  unter 
der  gemachten  Voraussetzung  0 offenbar  der  Null,  und  also 

cos  0 + - TT  i — p2  sin  S2 

p 

der  Grösse  1 + Bezeichnen  wir  nun  die  Wertlie,  denen  die 
vorher  durch  x)  y,  3 bezeichnetcn  Co  ordinalen  sich  nähern,  wenn 
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sich  die  durch  den  einfallendeu  Strahl  und  seine  Verlängerung 
über  den  Tunkt  (/y,  qv  /’,)  hinaus  dargestellte  gerade  Linie,  uni 
den  in  ihr  liegenden  Tunkt  (p  q r)  gedreht,  der  durch  den  Tunkt 
(/>  q r)  und  den  Mittelpunkt  («,  bx  c{)  der  gegebenen  Kugelfläclie 
gehenden  geraden  Linie  nähert,  respeclive  durch  /y(l),  y/(,),  /,(l);  so 
ist  nach  dem  Vorhergehenden  und  den  Gleichungen  107),  108)  und 
109)  oder  110)  offenbar: 


oder 


71 


pW. 


«.  - (■ + j«.  ± „n ; jg)  ■ +(g)-'t 

y±<,-,..r< + (^')  +(g)  j 


117)  ? 


(!) 


(‘+i> 

n+l 

r+i 

((h-E 

\Oy-JP 

n 

M 

1 + ?) 

>+i) 

(ß|  ± («i  — P)  t 

Oy  |ß| ±(ay-p) 

4+ ( 

■+( 

'o{-r\ 

Uly-P) 

o 7 

0 

P+ 

*3,  -V 

)•+■ 

(c,-r 

\a,y-p, 

)’! 

)+;) 

±(«1-70/1+  ( 

2+| 

\(ly-V\ 

iT 

Dass  der  durch  die  Coordinalcn  pn\  r(l)  bestimmte  Punkt 
in  der  durch  den  Punkt  (p  q r)  und  den  Mittelpunkt  (at  bl  ct) 
der  gegebenen  Kugelfläche  gehenden  geraden  Linie  liegt,  erhellet 
aus  den  Gleichungen  111)  und  116)  auf  der  Stelle. 

Vorzüglich  ist  nun  noch  eine  Bestimmung  nöthig,  wie  in  den 
vorhergehenden  Formeln  die  Vorzeichen  zu  nehmen  sind,  welche 
auf  folgende  Art  gegeben  werden  kann. 

Durch  den  Punkt  (p  q r)  wollen  wir  uns  drei  den  primitiven 
Axen  parallele  Axen  gelegt  denken,  und  die  mit  den  positiven 
Theilen  dieser  Axen  von  der  von  dem  Punkte  (p  q r)  aus  nach 
dem  Mittelpunkte  («,  bx  cv)  der  gegebenen  Kugelfläche  hin  gezo- 
genen geraden  Linie  eingeschlossenen,  180°  nicht  übersteigenden 
Winkel  durch  x,  A,  v bezeichnen;  so  ist,  weil 

E,  = r(ß,  — py  + (b,  — W + (c,  -r)2 
die  Entfernung  der  beiden  Punkte  (p  q r)  und  {ax  bx  c ,)  von  ein- 
ander ist,  offenbar  in  völliger  Allgemeinheit 

av — p = EyCosx  , b{ — q = jE,  cosk,  c,  — r — El  cosv; 
und  folglich 


cos  x — 

cos  k = 


ß,  — • p __ (,  \ — P . 

Ei  y {av  — py 2 -f  {by  — q)'  + ( cL  — r)2  5 
b — q = by~q  

y {av  — V)'  + (b{  — q)~  4-  (cy  — r)~  ’ 


c,  ~ r 
E, 


y (ay  — py  4-  (A>,  — q)~  4-  (cL  — r)2 


cos  v 


y 


also 


COS) C ^ 


r i 

+ 

C"  :y+( 

\aA  — P/  ' 

Uf,  — V / 

f>\  — <1 

cosl  - ^ 

at  — V 

n 

;T 

V c/i  — P ) ' 

Ui,  — pJ 

c,  — r 

COS  V — - ^ 

ti,  — P 

n 

+ 

(r'~:y 

\a,  — pJ 

\a , — P / 

>vo  die  ohern  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdem 
ai  * — />  eine  positive  oder  eine  negative  Grösse  ist.  Halt  man 
dies  mit  dem  Obigen  zusammen,  so  ergiebt  sieh  unmittelbar 
Folgendes. 

Wenn  at  p eine  positive  Grösse  ist,  so  sind  in  den  Glei- 
chungen 11.')),  110)  und  117)  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu 
nehmen,  jenachdem  sich  der  von  dem  Punkte  (p  q r)  nach  der 
Richtung  der  Bewegung  des  Strahls  hin  ausgehende  Theil  dessel- 
ben der  von  dem  Punkte  (p  q r)  aus  nach  dem  Mittelpunkte 
('O  c ,)  der  gegebenen  Kugelfläche  hin  gezogenen  geraden  Li- 
nie, oder  deren  Verlängerung  über  den  Punkt  {p  q r ) hinaus 
nähert. 

Wenn  a , — p eine  negative  Grösse  ist,  so  sind  in  den  Glei- 
chungen 1 1 ö ) , 110)  und  117)  die  untern  oder  obern  Zeichen  zu 
nehmen,  jenachdem  sich  der  von  dem  Punkte  (//  q r)  aus  nach 
der  Richtung  der  Bewegung  des  Strahls  hin  ausgehende  Theil  des- 
selben der  von  dem  Punkte  ( p q r)  aus  nach  dem  Mittelpunkte 
der  gegebenen  Kugelfläche  hin  gezogenen  geraden  Linie,  oder  de- 
ren Verlängerung  über  den  Punkt  (p  q r)  hinaus  nähert. 

Nach  115),  116)  und  117)  ist  aber,  wenn  a,  — p eine  positive 
Grösse  ist,  offenbar: 


/ <) 


K, 


Ä,  - ( 1 'I-  ~ ) { ß,  ± T («, -P)2+ (6,  -?)*+ (ct— r)2 } 

«t  _ _ 

ßi— ^1+  {ßi  i ^ («,— ?j!  + (c,— 


5.  (/'“«,), 


r(,)— c{ 


ferner 


P(,)-P 


Ä, 


+- j {«i  ± ^ (®i— P)'  + (Ä|— j)2+(c,— r)2J 


(f -!>,), 


C r-c ,); 


r(l)— r 


(*  + {ß<  dt  ^ (ai-P)2+(*l-?)2+(c,-r)2| 

*!“(!+  “)  {ß;  ± ^(“i-P)''H-(*i^y)'+(c,-r)2J 

( 1 + ~ ) { ß‘  dt-  ■ Oi -P)'!  + (Ai-?)2+(c,-r)2} 
ßi~(1+~)  {Ri  ± V («i-P):'+(* -?)2+(c,-r)2J 

(l+^){fii±  ^ +(el-r)2J 

«-(l+'i  (ß,  ± ^ (ä^=P)2+^l  -?)2+  (ct-r)2 } 


(?-A, ), 


(r-c, ) ; 


und 


p<o  = 


^(D  — 


/^-(l  + {/*,  ± ^ («i— ?)5?+C*i— ?)2+  (c4— r)2} 

Ä,  - (l  + {^±  ^(at-py  + ibi-qy  + ic-r)2} 

, — b{  {/i,  i ^(ß— V) :,”f-(^i—9)*+(cl— r)2} 


r(1)  - 


PR,  - 1 

l1  + 

«,  - 1 

(l  + 

?«.  - 1 

(l  + 

ß;-  ( 

1 4- 

<%  - 1 

(l  + 

ß<  - 1 

/?j  — (l  + ~)  {ß.  ± y («i  — P)*+(^i  “?):>+(ci  “r)2} 

rR.~  + -Je,  { c,  («,— ZO'  + C&i— 1 (ci~  /’)* } 

. --  - " • 

- (l  + J)  {ß;  ± ^(«,-P)*  + (*.-?)I+(c.-r)s} 


i 


Wenn  dagegen  a , — p eine  negative  Grosse  ist,  so  ist  nach 
den  Gleichungen  115),  110)  und  117)  offenbar: 

(P-a  i), 


q^-b{- 


H, 


r 6’,— 


ferner 


/f, 


~ -j {ßi  } («i“P)‘i+(^i— ?)2+(ci“"^)2} 


(r-c,); 


(l+-\  ffi,  -F  ^ Ur — /^ ) 2 + ( ^ , — 7 ) 2 4- ( c , -r)*} 

P0,-P  - . (p-a,), 


r(,)  — r = 


« -(i+J)  {«.t  y («I-pj*+o,-f),+ ec.-o2} 

(l  + J)  {fi,T  /'  («,-P)-'+(i,-'/)-'+(cl-r)'-'} 

ä,— (n-i){«,  =f 

(l  4- *)  { ff,  + n^Fw5+(^*+(cr^?} 


(?-i|), 


ff|  — +-)  { P|  -f  t («|— P)ä  + (*|— ?)‘’+(C|— r)’J 


C» — c,); 


und 


P(i)  - 


.(») 


.(») 


/>//,-  {^(  T y (a,-/>)2+(^-?)2+ (c,-r)2J 

n,  - ( 1+ 1 ) { ",  T ^(«.-pJ*+0,-?)*+(c,-rj*J  ’ 

I 

V«;  - (l+  j)  *,  {«,  T ^(«,-p)*+  O, -?)*+(«, “Ö3} 

ff,  - (l+  i)  { ff,  T n«,-pJ*+ (*.“»)*  + (c,-r)*}  ’ 
rff,'-(i+hc,  {P,  T ^(«|-ff)5+Oi-¥)s  + (C|-r;2| 


ll[~  (1  + ,u)  ^("i-p)'+(A|-?)2+  (C|-r)2} 


Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden  offenbar  immer: 


( 


P0)-a  i = 


R. 


/fi~(  1+^){ÄI  ± ^ (ai~P) 2+ (A -y)2 + (c, -r) 2 J 


(p-a,), 


11, 


ferner 


«,-(*+  “){«i  ± n«1-/')i+(i1-?)3+(Cl-r)2} 


(l+  -){/>',  ± r («1-/»)*+(4,-?)*+(cl-r)s} 
Ä,-(i  + ± V (a,-^)ä+(Al-y)2+(cl-r)2| 


{p-a  i); 


(l+i)  (Ä.  ± r(«.l-p)*+(4I-?)'+(Cl-r)*} 

119)(  —■  (?-*,), 

± )'  (a,-p)2+(*t-y)2+(c1-r)2J 

(l  + ^)  {#,  ± ^(«i-/02  + (4i-?)*+(c(-r)5} 

— (r-c, ) ; 


r(1)«r= 


Ä.-(l+-“){/?i  ± ^ K-^)2+(^i-<7)2  + (ct-r)2J 


und 


,0)  _ 


120)  = 


.(t)  - 


“ (l+  -)  ß,  {#,  i l ^(«i-jp)‘>+(Äl-5r)2+(cl-r)2J 

*i  _ (l+  J)  {/?,  ± + (7,-?)*  + (c^}  ; 

ry/?,  - (i+^)  {^i  ± ^ (öL-^)2+(^|-^)2+(cl-r)2j 

~ (i  ~f  “)  {^1  zfc  ^ (#j  -jP)%  4“  (J>L-q)2  + (ct-r)2J 
“)  ci  {^f  i ^ (al-y?)2+(Äl-^r)2-j-(cI-r)2J 
Äi  ~ (*  + £)  {7/<  ± ^K-P)24-(^i-y)2  + (ct-r)2]  ’ 
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mit  der  Bestimmung,  dass  man  in  diesen  sämmllichen  Formeln 
jederzeit  die  oberu  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen  hat,  jenach- 
dem  sich  der  von  dem  Punkte  (//  q r)  nach  der  Richtung  der  Be- 
wegung des  Strahls  hin  ausgehende  Thcil  desselben  der  von  dem 
Punkte  (p  q /)  aus  nach  dem  Mittelpunkte  der  gegebenen  Kugel- 
nache hin  gezogenen  geraden  Linie  oder  deren  Verlängerung  über 
den  Punkt  (p  q r ) hinaus  nähert. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  des  Punktes  (/>(l)  y(l)  /,(l))  von 
dem  Mittelpunkte  der  gegebenen  Kugelfläche  durch  so  ist 

nach  den  Gleichungen  118)  offenbar 


(//,  - (l  + i)  (Ä,  ± £,)j 


und  folglich,  ohne  alle  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
im  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs  auf  der  rechten  Seile  des  Gleich- 
heitszeichens auf  einander: 


122)  £<’>  = 


(±)Ä,  Ei 


~(l  + -)(n,±E.) 


Ii, 


Im  Nenner  ist  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  jenach- 
dem  sich  der  von  dem  Punkte  (p  q r)  nach  der  Richtung  der  Be- 
wegung des  Strahls  hin  ausgehende  Thcil  desselben  der  von  dem 
Punkte  (p  q r)  aus  nach  dem  Mittelpunkte  (a,  b{  c,)  der  gegebe- 
nen Kugelfläche  hin  gezogenen  geraden  Linie  oder  deren  Verlän- 
gerung über  den  Punkt  (p  q r)  hinaus  nähert.  Im  Zähler  ist,  wenn 
auf  diese  Weise  das  im  Nenner  zu  nehmende  Zeichen  richtig  be- 
stimmt worden  ist,  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen, 
jenachdem  die  Grösse 

Ii, 


II 


positiv  oder  negativ  ist.  Nun  ist  aber  nach  118) 


II 


a , 


(*.  ±Et) 


P ~ ai 


q 


;,(>)  — c, 
r — c. 


und  die  vorstehende  Grösse  ist  datier  positiv  oder  negativ,  jenach- 
dem  die  Grössen 

p — und  />(l)  — a{ , 
q — b{  und  </(,)  — />, , 
r — c,  und  r(1)  — c, 

gleiche  oder  ungleiche  Vorzeichen  haben.  Ueberlegt  man  nun 
aber,  dass  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten 


;/1}  — av , <y(1)  — />,  , r(l)  — - c , 

die  Coordinaten  der  Punkte  (p  q r)  und  (p(])  qm  r(,))  in  Bezug 
auf  ein  durch  den  Mittelpunkt  ( a , bt  ct)  der  gegebenen  Kugelfläche 
gelegtes,  dem  primitiven  Systeme  paralles  System  sind;  so  wird 
aus  dem  Vorhergehenden  auf  der  Stelle  erhellen,  dass  die  Grösse 



jederzeit  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  die  Punkte  (p  q r) 
und  (p(n  q{l)  r(l))  auf  einer  und  derselben  Seite  oder  auf  verschie- 
denen Seiten  des  mit  ihnen  in  gerader  Linie  liegenden  Mittelpunkts 
(ö,  c,)  der  gegebenen  Kugelfläche  liegen. 

Hiernach  hat  man  also  in  der  Gleichung  122)  im  Nenner  das 
obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  jenachdem  sich  der  von 
dem  Punkte  (p  q f)  nach  der  Richtung  der  Bewegung  des  Strahls 
hin  ausgehende  Theil  desselben  der  von  dem  Punkte  (p  q r)  aus 
nach  dem  Mittelpunkte  (r/,  bt  ct)  der  gegebenen  Kugelflächc  hin 
gezogenen  geraden  Linie  oder  deren  Verlängerung  über  den  Punkt 
{pqr)  hinaus  nähert;  im  Zähler  hat  man  dagegen,  nachdem  auf 
die  vorhergehende  Weise  das  Zeichen  im  Nenner  richtig  bestimmt 
worden  ist,  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen,  jenachdem 
die  Punkte  (p  q r)  und  (p{{)  q{']  r(l))  auf  einer  und  derselben  Seite 
oder  auf  verschiedenen  Seilen  des  mit  ihnen  in  gerader  Linie  lie- 
genden Mittelpunkts  (a{  b{  c,)  der  gegebenen  Kugelfläche  liegen. 

Ganz  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  nicht  eingeklam- 
merlen  und  eingeklammerten  Vorzeichen  wie  vorher  kann  man, 
wie  durch  leichte  Rechnung  gefunden  wird,  die  Gleichung  122) 
guch  auf  den  folgenden  Ausdruck  bringen; 


123) 


Ai 


(±)a 


M 


(•) 


t-  l_“b  P 


woraus  für  p - 1 sich  die  Gleichung 


ergiebt. 


124)  f(±) 


1 


Wenn  wir  die  Axe  der  :r  durch  den  Millelpunkt  der  gegebe- 
nen Kugelfläche  legen,  so  ist  //,  --  0,  c,  = 0,  und  lolglich 

nach  119); 


(l  + ^ (//|  + vJ  + ***] 

(l+b  { n,  ±r(ai-Py  + ~f  + ?} 

(l  + -)  {»,  ± ^ (a,  - p)*  + <r+r-'} 
— 

~)  (Äi  i ? {ai  ~~p¥  + v~  + rj 


<h 


(l  + ± ^ u,  - />)-  -f  <r  + a*J 

(i) ' p ' 


wo  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdem 
sich  der  von  dem  Punkte  (p  qr)  nach  der  Richtung  der  Bewegung 
des  Strahls  hin  ausgehende  Theil  desselben  der  von  dem  Punkte 
(p  q r ) aus  nach  dem  Mittelpunkte  der  gegebenen  Kugelfläche  hin 
gezogenen  geraden  Pinie  oder  deren  Verlängerung  über  den  Punkt 
(p  q r)  hinaus  nähert. 


Nehmen  wir  nun  ferner  einen  der  beiden  Durchschnittspunkte 
der  gegebenen  Kugelflächc  mit  der  Axe  der  x als  Anfang  der  xyz 
an,  betrachten  bloss  solche  Theile  der  gegebenen  Kugelfläche, 
welche  nicht  grösser  als  die  halbe  Kugelfläche,  deren  höchster 
Punkt  der  Anfang  der  xyz  ist,  sind,  und  nehmen,  dies  voraus- 
gesetzt, die  positiven  x immer  auf  der  convexen  Seile  der  gege- 
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benen  Kugelfläche , so  haben  wir  die  beiden  folgenden  Fälle  von 
einander  zu  unterscheiden. 

Wenn  />,  positiv  ist,  so  ist  ax  = — Nähert  sich  der  von 
dem  Punkte  (p  q r ) nach  der  Richtung  der  Bewegung  des  Strahls 
hin  ausgehende  Theil  desselben  der  von  dem  Punkte  ( p q r)  aus 
nach  dem  Mittelpunkte  der  gegebenen  Kugelfläche  hin  gezogenen 
geraden  Linie,  so  ist  p negativ  und  — p > /*, , d.  i.  nach  dem 
Vorhergehenden  — p >*  — an  also  p <;  an  und  folglich  at  — p ~ 
— (ßi  4-  V)  eine  positive  Grosse.  Daher  ist  in  diesem  Falle 
nach  125): 


('4) 

-Uh  + P)  f 

rx.  f+r*  i 
(B,  + p)-i 

i 

I1  + i!) 

+p)l 

r1+_  f + . \ 

r («i  + p)-j 

(ßj  4 V ), 


(i  + 

Ä<-(1  +i)  ^1+(l;'T7r} 


# 


(f  4 

’)  1”. 

-(/!,  + p)  X 1 

f + 1 

i 

1 (Ä,  + p)- 1 

(<+ii 

( {Ä,-(Ä,  + p)  1 

ri  -1-  Xi  i rl 

(Ri  4/0*1 

Nähert  sich  der  von  dem  Punkte  (/;  q r)  nach  der  Richtung  der 
Bewegungdes  Strahls  hin  ausgehende  Theil  desselben  der  Verlänge- 
rung der  von  dem  Punkte  (p  q f)  aus  nach  dem  Mittelpunkte  der 
gegebenen  Kugelfläche  hin  gezogenen  geraden  Linie  über  den  Punkt 
(p  qr)  hinaus,  so  ist  entweder  p negativ  und  — p <C  Hn  d.  i. 
nach  dem  Vorhergehenden  — p <Z  — an  also  p an  und  folg- 
lich (it  — p — — (ltl  + V)  eine  negative  Grosse;  oder  es  ist 
p positiv,  und  folglich  at  — p = — ( H , 4 P)  offenbar  wieder 
eine  negative  Grösse.  Daher  ist  in  diesem  Falle  nach  125) 
wieder: 


so 


O+J)  /')  1 1 + I 


»<D- 


V — - 


II. 


(.+i){»,.(,1+wr.  + tt±^} 


qW-q  - 


(i  + ;)  +»  M+Ifey 


n, 


Sjpi 


r(l)_r 


(‘ + f~.)  j"  ,/;'  + /,i  l 1 + ! 

ä,-(i  + dd  r i + 


11+ + ) 
(/',+/+■“  i 


r. 


Wenn  /f,  negativ  ist,  so  ist  «,  = Rr  Nähert  sich  der  von 
dem  Punkte  (p  q r)  nach  der  Richtung  der  Bewegung  des  Strahls 
hin  ausgehende  Theil  desselben  der  von  dem  Punkte  (p  q r)  aus 
nach  dem  Mittelpunkte  der  gegebenen  Kugelfläche  hin  gezogenen 
geraden  Linie,  so  ist  entweder  p positiv,  also  p > folglich 
a{  — p — //,  — p eine  negative  Grösse;  oder  es  ist  p negativ 
und  — p < — Rn  d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden  — p < — an 
also  p > ax , und  folglich  nx  — p — //,  — p wieder  eine  nega- 
tive Grösse.  Daher  ist  nach  125): 


/;(>)-.  p—=  — 


(■+;>  ((«,-<«,-»  r i + 

(l  4 !){«,  (*,  n I I + 1 1 ' .} 

(i+n  hteei; 


(»,  - 7'), 


(i+ 1 rT7g±g} 

«,  (i + !)(«,.-« Ti + 


r . 


r(l  >~r=- 


S1 


Nähert  sich  der  von  dem  Punkte  (p  q r)  nach  der  Richtung  der 
Bewegung  des  Strahls  hin  ausgehende  Theil  desselben  der  Ver- 
längerung der  von  dein  Punkte  (p  q r)  aus  nach  dem  Mittelpunkte 
der  gegebenen  Kugelfläche  hin  gezogenen  geraden  Linie  über  den 
Punkt  (p  q r ) hinaus,  so  ist  p negativ  und  — p ;>  — Rlf  d.  i. 
nach  dem  Vorhergehenden  - — p — ay , also  p < a, , und 
folglich  a,  — p ==  /?,  — p eine  positive  Grösse.  Daher  ist  in 
diesem  Falle  nach  125)  wieder: 


! 

(I  + |)  { 

) |/;*  ^ 1 + (l, 

Ä‘ f * + ) 

4-  r2  \ 

-p)-f 

> 

(1+?){/?i 

:)  {«■ r ‘+'(»rt;,.-} 

-(«,  -r)  Vi+  [ 

)!"■  <*■  ‘+  «-:)>} 

r . 


Hieraus,  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden,  erhellet  nun 
ganz  leicht,  dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  wenn 
der  Halbmesser  liy  der  gegebenen  Kugelfläche  immer  als  positiv 
betrachtet  wird,  in  völliger  Allgemeinheit: 


p^—p  = 


(1+£)  


<*;  tM={Rl+p), 


126  )[qm~q 


j 

(1+ä 

) {/'!-(«,  +p)  ] 

r‘+<s;,4 

«+">^ *+&&} 

J 

(1+ä 

}{ä,-(ä,  + p)  J 

1+w+/o4 

r i+£±£,} 


Grunert  optische  Untersuch.  I. 
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ist.  Auch  ist,  wie  man  hieraus  durch  leichte  Rechnung  findet, j 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  in  völliger  Allgemeinheit: 


/>(,)+tf|= 


K. 


ji) 


127) 


,(«)  — 


oder 


Ptl)+Bi*  - 


128) 


,(i) 


,.(i) 


*,-l 

(l +i)  {«,-(«, +P) 

xr-  ) I •»  A 

^i  + (l‘l+r  )’} 

*. 

II- 

(l+i) 

^ + (ä,  + P)4 

Hl- 

/4  . _?s  + ' \ 

p/i, 

/ 

t "" 

/fl-(l-j-fO(/f,  4 -p)f 

'1+  £ '■  i 

^ W4 -vfi 

77,  — ( 1 4~  f4)  (^,4 ~p)  t 

' 1 + l q 

+ (l‘l  +p)f>l 

fl/t, 

/f, — (1 4~  g)  (ä,  4 -p)  / 

4+  'r+r\\r 

(H,  +PY) 

== 


r; 


(*l+lO, 


Man  erhält  hieraus  auch: 


7'  4- 

;/l)  + nt 


Wenn  wir  die  positiven  x von  demselben  Anfangspunkte  an 
wie  vorher  immer  nach  einer  und  derselben  Seite  hin  nehmen 
und  den  Halbmesser  //,  der  gegebenen  Kugelfläche  als  positiv 
oder  als  negativ  betrachten,  jenachdein  derselbe  von  dem  Anfänge 
der  x y z an  nach  der  Seite  der  positiven  oder  nach  der  Seile 
der  negativen  x hin  liegt,  so  müssen  wir  in  den  vorhergehenden 
Formeln  offenbar  in  dem  Falle,  wenn  der  positive  Theil  der  Axe 
der  x auf  der  convexen  Seite  der  gegebenen  Kugelfläche  liegt, 
für  /?,  p{{\  /f,  respeclive  p , p(l\  — 77, , in  dem  Falle  dagegen, 
wenn  der  positive  Theil  der  Axe  der  x auf  der  coucaven  Seite  der 
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gegebenen  Kugelfläche  liegt,  für  Ry  respective  — p,  — p(,\  RL 
setzen.  Im  ersten  Falle  erhält  man  aus  den  Gleichungen  128): 


pRy 


,(«) 


■äi— (i+i*)(p-äi)  T\  + q2+r~ 

pRy 


(P~'  Ri)i 


R{ (1+ft)  (p 1 + 


(P-R  l)2 

■ 2 


q 2 "f  r' 

(p  — RL)2 


*.(D 


pRy 


— Ri  — (1  + p)  (p 


-nj  1 + 


<T + r 

(p—R  i): 


j r; 


d.  i. 

p<'>_j?1  = - 


(ift, 


== 


Äi  + d + p)  (p—n.)  I 1 + 

pR, 


fl  + 


(P-lh), 


R>  + (i  + f*)  (p 


— Rt)  r 


i + 


(p-RJ* 

ql  -fr2  ^ 


r(«)  — 


pRy 


Ri  + a + p)  (p-r^Ti  + q!  + r' 


5=  r. 


( P — )ä 


Im  zweiten  Falle  geben  die  Gleichungen  128): 


P(l)  — Rt  = 


p", 


*. + (i + p)  (?  - > n + 


o»-Äi) 


,(D  — 


fiR 


r(i)  — 


+ (i  4“^)  (p — ^i)  y i + 


f iR 


q -f  r- 

o*  - Ry  y 


",+(i+p)(p-",)  r i + 

1 d.  i.  ganz  dieselben  Formeln  wie  vorher. 


q~  + r- 
b-Ryf 

6* 


r • 

i 1 > 


Si 


Also  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  in  völliger 


A lgemeinheit : 


P{i)-ftt 


ft i + (1  + p)  (P  — ft 

pft  i 


,)Ki  + 


'/1+£1 

(p-",)5 


-(p—iii), 


130) 


n 


,.(i) 


y ,,2l 

i + (1 4- (P — fti ) i 14- 

pft  l 


n . +(i+,“)(p— Pi)  n + ^ 


r ■ 

f ' > 


und  folglich 


131) 


P — /*, 

P(,)  — /?,  </'*'  * 


y _ r 

(I)  ♦,(!)  • 


§•  13. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Axe  der  # wieder  durch 
den  Mittelpunkt  der  gegebenen  Kugelfläche  gelegt  ist,  wollen  wir 
jetzt  annehmen,  dass  der  im  Vorhergehenden  betrachtete,  durch 
den  Punkt  {p  fj  r)  gehende  Strahl  der  Axe  der  x parallel  sei.  In 
diesem  Falle  ist,  wenn  wir  im  Folgenden  immer  die  ohern  oder 
untern  Zeichen  nehmen,  jenachdem  sich  der  Strahl  nach  der  Rich- 
tung des  positiven  Theils  der  Axe  der  x)  oder  nach  der  Richtung 
des  negativen  Theils  der  Axe  der  x hin  bewegt, 

cos  a = + 1,  cosß  = 0,  cosy  =•-  0. 

Also  ist  nach  §.  11. 

132 ) Ei  — (a , — P)'  + + r2,  Ki=±(at  — P) ; 

ferner 


133) 


cos 


& 


Yl  I 2i±  L2 

' 1 />  2 > 


ii  r 


uml  folglich,  wie  man  leicht  findet: 


±Ki  Yi-£±xL, 

V.  = <h 

rt  -=  r. 


134) 


\ 

! Daher  sind 


3 die  Gleichungen  der  durch  den  abgelenkten  Strahl  und  seine  Yer- 
i längerung  über  den  Punkt  (pv  qy  r,)  hinaus  dargestellten  geraden 
Linie. 

Bezeichnet  man  die  erste  Coordinate  des  Durchschniltspunkls 
j dieser  geraden  Linie  mit  der  ersten  Coordinatenaxe  durch  x , so 
j erhält  man  aus  den  vorhergehenden  Gleichungen,  wenn  man  in 
3 denselben  y = 0,  ^ 0 setzt,  zur  Bestimmung  von  x die  Glei— 
i chung : 


SG 


", 


Y i - i*+r?  + - Ti-k 

/r2  ^u'  f /G2 


/G2  • (i 

4 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 
138)  x — aL 


1U 


11  R*  +ft'  ^ R* 


ergiebt. 


Lässt  man  den  der  Axe  der  x parallelen  Strahl  sich  der  Axe 
der  x nähern,  so  nähern  q und  r sich  beide  der  Null;  und  be- 
zeichnen wir  nun  die  Grösse,  welcher  sich  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  vorher  durch  x bezeichnele  Coordinate  nähert,  durch 
p(0,  so  ist 


139)  ,«>  = at±  ^ 

wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist,  jenachdem  der 
Strahl  sich  nach  der  Richtung  des  positiven  oder  nach  der  Rich- 
tung des  negativen  Theils  der  Axe  der  x hin  bewegt. 
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Drittes  Kapitel. 

Aon  den  K ugel . fläche  ns  y sie  men. 

! \ 

§•  14. 

Unter  einem  Kugel  flächen  Systeme  verstehen  wir  hier 
jede  beliebige  Anzahl  von  Kugelflächen,  deren  Mittelpunkte  sämmt- 
lich  in  einer  und  derselben  geraden  Linie,  welche  die  Axe  des 
Systems  genannt  wird,  liegen.  Um  aber  die  Betrachtung  für 
unsern  gegenwärtigen  Zweck  nicht  unnülhigerweise  zu  verwickeln, 
werden  wir  bloss  solche  Segmente  von  Kugelflächen  betrachten, 
welche  die  Axe  des  Systems  in  einem  Punkte  schneiden,  und 
nicht  grösser  als  die  um  diese  Durchschnitlspunkte  als  ihre  höch- 
sten Punkte  liegenden  halben  Kugelflächen  sind.  Der  Durschnilts- 
punkt  einer  jeden  Kugelfläche  mit  der  Axe  des  Systems  soll  der 
Scheitel  dieser  Kugelfläche  genannt  werden,  und  die  einzelnen 
Kugelflächen  wollen  wir  nach  der  Reihe  die 

lste,  2te,  3te,  4te,  5te,  Gte,  .... 

Kugelfläche,  die  entsprechenden  Scheitel  aber  den 

lsten,  2ten,  3ten,  4ten,  ölen,  Gten,  — 


' Scheitel  nennen. 

Durch  alle  Scheitel  als  Anfangspunkte  denken  wir  uns  sämmt- 
lich  unter  einander  parallele  rechtwinklige  Coordinatensysteme  ge- 
legt, in  denen  also  auch  die  positiven  Theile  der  sämmtlichen 
einander  parallelen  Coordinatenaxen  von  den  entsprechenden  An- 
fangspunkten an  nach  denselben  Seiten  hin  liegen,  und  lassen  die 
sämmtlichen  ersten  Coordinatenaxen  in  die  Axe  des  Systems  hin- 
ein fallen.  Diese  durch  den 

lsten,  2ten,  3ten,  4len,  ölen,  Gten,  

Scheitel  als  Anfangspunkte  gelegten  Coordinatensysteme  sollen 
respective  das 

lste,  2te,  3te,  4le,  5te,  Gte,  .... 

Coordinatensystem  genannt  werden. 

Die  Halbmesser  der 


lsten , 2ten,  3ten,  4(en,  öten,  Gten,  

Kugelflüche  bezeichnen  wir  respective  durch 

/»I  , /*2  j ^3  J ^4  > ^5  J ^0 > 

und  betrachten  dieselben  als  positiv  oder  als  negativ,  jeuachdem 
sie  von  dem 

lsten,  21  en , 3len,  4ten,  5ten  , Gten,  

Scheitel  an  in  den  positiven  oder  negativen  Thcilen  der  entspre- 
chenden ersten  Coordinatenaxen  liegen.  Die  Entfernungen  des 

2ten,  3len,  4ten , 5ten,  Gten,  Tten,  

Scheitels  von  dem 

lsten,  2ten,  3ten,  4ten,  5ten,  Gten,  

Scheitel  sollen  respective  durch 

F F F F F F 

Jjl  > "2  > .5  J Jj5)  

bezeichnet,  und  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtet  werden, 
Jeuachdem  sie  von  dem 

lsten,  2len,  3len,  4len , ölen,  Gten,  

Scheitel  an  in  den  positiven  oder  negativen  Thcilen  der  entspre- 
chenden ersten  Coordinatenaxen  liegen.  Die  reciproken  Ablen- 
kungsverhältnisse für  die 

Iste,  2te,  3te,  4le,  öle,  Gle,  

Kugelfläche,  welche  im  Falle  der  Reflexion  immer  als  positiv,  im 
Falle  der  Kefraction  immer  als  negativ  betrachtet  werden,  bezeich- 
nen wir  mit  Rücksicht  hierauf  respective  durch 

F\  > Fi  > Fi  > Fi ) Fi  > Fu ) • • • • 

Wenn  nun  Strahlen,  welche,  nöthigenfalls  gehörig  verlängert,  durch 
ein  lind  denselben  in  Bezug  auf  das  1 sie  Coordinatensystcm  durch 
die  Coordinalen  /;,  q,  r bestimmten  Punkt  (p  q r)  gehen,  auf  die 
Iste  Kugelfläche  fallen,  und  an  derselben  eine  Ablenkung  erleiden, 
so  giebt  es,  wie  im  vorhergehenden  Kapitel  in  aller  Strenge  ge- 
zeigt worden  ist,  immer  einen  völlig  bestimmten  Punkt,  welcher 
als  die  Gränze  der  Durchsehniltspunkte  aller  an  der  lsten  Kugel- 
fläche abgelenklen  Strahlen  mit  der  durch  den  Punkt  (p  q r)  und 
den  Mittelpunkt  der  lsten  Kugelfläche  gezogenen  geraden  Linie 
betrachtet  werden  kann,  und  im  Folgenden  das  der  lsten  Ku- 
gelfläche entsprechende  Bild  des  Punktes  (p  q r)  ge- 
nannt werden  soll.  Leicht  wird  aber  in  die  Augen  fallen,  dass 
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es  nun,  wenn  nur  die  2te  Kugelfläche  von  den  abgelenkten  Strah- 
len getroffen  wird,  im  Allgemeinen  immer  wieder  ein  der  2ten  Ku- 
gelfläche entsprechendes  Bild  des  der  lsten  Kugelfläche  entspre- 
chenden Bildes  des  Punktes  (p  q r)  geben  wird,  welches  wir  das 
der  2ten  Kugelfläche  entsprechende  Bild  des  Punktes 
(p  q r)  nennen  wollen.  Auf  ähnliche  Art  giebt  es  wieder  im  All- 
gemeinen ein  der  3ten  Kugelfläche  entsprechendes  Bild  des  der 
2ten  Kugelfläche  entsprechenden  Bildes  des  Punktes  ( pqr ),  wel- 
ches das  der  3len  Kugel  fläche  entsprechende  Bild 
des  Punktes  (p  q r)  genannt  werden  soll,  u.  s.  w.  Die  Coor- 
dinaten  der  der 

lsten,  2len,  3ten,  4ten,  5ten  Gten,  

Kugelfläche  entsprechenden  Bilder  des  Punktes  (/;  q r ) in  dem 

lsten,  2ten,  3ten,  4len,  5ten,  Gien, 

Coordinatensysteme  wollen  wir  respective  durch 

Pi,  Qn  ri  5 Vi , Q2 ) hi  P3,  <h,  h\  Pu  04»  


diese  Bilder  selbst  also  durch 

(Pi  ?!»■,).  (P2  <k  r>),  (P3  ?3  r3),  (ih  <U  rj , 

bezeichnen. 

Wenn  wir  nun  die  Coordinaten  derselben  Bilder  nach  der 
Reihe  in  dem 

2ten,  3ten,  4ten,  5ten,  Gten,  7ten, 

Coordinatensysteme  durch 


V 1 > *7  1 ) ^ I ) P 2 ) Q 2 ) ^ 2 5 P 3 ) *7  3 > ^ 3 > P 4 ) *7  4 > * 4 > 


bezeichnen,  so  haben  wir  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  die  folgen- 
den Gleichungen: 


) P 2 


= Pi  — El  , ?'i  = ?i , r ! = 

= P2  — E2,  q 2 = 7 2,  r 2 = 

P 3 = p3  E$  > q 3 = *?3  > r 3 “ r3  > 

P4  = 74  — -^4 , 7 4 =^4;  r4  = r4; 

U.  S.  W. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen: 
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h = - 

h = “ 

/,  = - 

*4  = ~ 


fl 


Äi  4-  (*  + fi)  9 


»-«,)  r i + 


v-  + ;•* 
(p  - ",)' 


fl  ^ ‘ 


^+(l+fI)f/ 


-/i-/Mr  i + &s+,/,a 


(p  i-fli)* 


fl  ^3 


Ä3  + (1  + f 3 ) (f , l ^3  ) 

pJU 


o » 


*4+u+f4)  (pwm  r i + v"  Sr  ,7 1 


(/' 3 -/',)■ 


u.  s.  w. 


so  ist  nacli  II.  130): 


Pi—  — /,  C V - *,),  7,  = /,  9,  r,  = 7,  r; 

P 2 7f2  ~ h (P  I Ri)  , «2  ” ^2  ^ I , r2  ” r 1 i 

7^3  Ä3  — /3  (/'  2 773)  , ?3  = 73  9 2 > r3  ==  h r 2 ', 

P 4 ^4  ~ 74  3 /?4) , y4  — 74  y 3 , r4  — 74  r 3 ; 

U.  S.  W. 


Führt  man  nun  aber  für 

P 1 > 9 1 ) r 1 5 7*  2 > 7 2 > 7 2 5 P 3 » Q 3 > * 3 5 7>  4j  9 4 > r 4 , • • • • 

ihre  Werthe  aus  1)  ein,  so  erhält  man  zur  successiven  Berechnung 
der  Coordinaten 


Pi,  Qi,  T\ ; Pi,  Qi,  ri',  Pi,  Qi,  h',  P 4»  r4  5 

der  Bilder  des  Punktes  (p  q r ) aus  dessen  Coordinaten  die  folgen- 
den Formeln: 


Pi  - =/i (P  — ^i),  «1  = M. 
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/.,  = — 


p‘2  R % 


1 + 


a + r, 


4"  (14"  f*2)  (Pi  —E^ftj  )Ht 

Pz—  Ri=h  (Pi—  El  — ft2h  qz=hqy,  r7  = I2rt; 
f*3  ft 3 

Ri+d+^Hrt-Ez-lh)  + 

I 

Pi  ft 3 ~h(Pz  B 2 Ä3),  q3~hq*>  r3=hrz'i 

(l4R  4 


h=  — 


ft+  4-  (1  4-  (P3~~E3  —ft*)  /^1+  7~^"  - ~!~  r’.  v2‘ 

Pi  — R*  = h(Pi  — E3  — Ri),  94= hl 3)  r4  = hr3! 

u.  s.  w. 

Durch  Einführung  einiger  Hülfswinkel 

^ 5 ^ I ) ^ 2 5 ^35  ^4  5 . . . . J 

deren  absolute  Werlhe  im  Folgenden  nie  grösser  als  90°  genom- 
men werden  sollen,  kann  man  sich  die  Rechnung  nach  diesen 
Formeln  erleichtern,  wie  folgende  hier  keiner  weitern  Erläute- 
rung bedürfende  Darstellung  zeigt: 


r 


3)  tang  U = — , tang  U{ 


Pi  ~fti  ==■  — 


1 P~ft  i 

Pi  R}  0 — /?, ) 


S0C  ?7; 


/?.  4-  (1  4*  Pi)  sec  U\  ( p — R\ ) f 


Pi  — R i p i — Äj 

?I  = 77-  q>  ri  = - — — r; 

P — fl,  p — 

Pi  — ft\ 


tang  U ^ ~ 


Pi  ~E\  ~ft 


tang  U{ , 


Pi—R  i = — 


tan  ff  ul  <Pl  R,) 


tätig  Ui 


(pi  — ä,  ) 


sin  i’j 

p2  — r2 


R2  4”  (1  4"  ga) 

p 2 ft  3_ 

?2  “ 'Pl—E^R~  1 Pt  — £(  — Ä2 

..  Pi  fi1)  __ 

tang  = =: — ^ tongUit 


v 
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oder 


Pi~  1*3  — 


^ 'h  langV7  ^ 

Ä3  + (1+^)S2  (P2_/(j) 


73 


A\  Ä 


72»  r3 


Ai  ^3 


Pi  2 A3  Pi  A2  A3 

A3  ^3 


2 > 


Ui  = 


A3— £ 3—^4 

PJU 


tang  U3 , 

( A3  ^3 ) 


A/7?</T3 


A4  — Ä*  = — 


/ffw<7  l\ 


Ä4+d+(*4)  7^  (p3-k 3) 


A4  — #4  A4  — A4 

74  = ; — jfz^Tr  r4  = ■ _:>  ji » a*; 

A3  A3  A4  A3  A-3  A4 

U.  S.  >Y. 


r 7 

4)  tang  U = — , tang  Ui  ==*  — — sec  U; 


Ai— Ä, 


A,  cos  17, 


1 + -(1  + 

Ai  V A Ä,  / 


Ai  A,  „ Ai  Ä, 

7i  =t — ;r  tf»  n — t — Tr  r; 


faw^  T 


A — A,  " '*  A A, 
Ai  — ^ . 


A„  = — 


Ai  ^1  ^2 

a2  cos  r2 


ta#  Ui  , 


1 + — f 1 4~  — ^-5-  cof  6rj  sw  A2  ^ 

A>  V a,  — A,  / 


7a  = 


A2  — A, 


A,  — A. 


^3 

A3  — Ä3  


‘ 7i  > ^ 

Aa  — ^2 

A2  -^2  A3 

A3  COS  rr3 


A 2 — fl; 


Ai  — Ei  — Aa 
Aw*/  U2 , 


rn; 


Ai 


1 + - 1 + 

7*3  V /'a  — Kl 


cotl\  sinl 


0 


?.i  = 


Pi  — K,i 


Pi—E2—R2 


h,  r.i  = 


7'j  — K\ 


Pi  — Ei  Rj 


2 ) 
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fang  U±  — 


P3  — fti 

P:;  — E3  K4 


tang  lr3 , 


Pt  — ^4  = 


R4  COS  U 4 


04 


„ 1 

(1  + - 

1 + - 

H 

V Pz 

Pi— 11 4 

Pz  A3  r4 

Qz  ) H — 

u. 

s.  w. 

P±~1U 

Pz — ^3  ^4 


^3; 


Mittelst  dieser  Formeln  kann  man  die  Lage  des  einer  jeden 
Kugelfläche  in  dem  gegebenen  Systeme  entsprechenden  Bildes  des 
Punktes  (p  q r)  mit  völliger  Genauigkeit  und  Schärfe  bestimmen. 


§.  15. 

Wenn  wir  die  Entfernungen  der  Punkte 

(P  <1  r),  (p,  q,  r,),  (pt  q2  r2),  (p3  q3  r3), 
von  der  Axe  des  Systems  durch 

Q j ?i  i Q 2 i @3  > ) • • • • 

bezeichnen,  so  ist 


Q 

11 

+ r2, 

Ql 

= rqi* 

+ r, 

Qi 

11 

^ 1 

♦C  I 

+ *V, 

Qz 

= ^ ?3ä 

4-  >r, 

u.  s.  w. 

und  die  Grössen 


P 1 - 

- 

rx ; 

V 2 - 

“ ^2) 

?2> 

^ ; 

p3  — «3» 

?3> 

- «4, 

u.  s. 

W. 

können  nun,  wie  man  mittelst  der  Gleichungen  2)  durch  leichte 
Rechnung  findet,  auf  folgende  Art  ausgedrückt  werden: 


p-Ri 


p,  R,  (P  — R i ) 

Ri  + + (p — Ri) 


1 


Ml  + ft)*,|l-ri  + (rifr)  | 


+ + + + pW 


Pi 


n, 


Qi 


v — iu 


(l  + ft)  Kl  + (~^;)  + fzrjr, 


r — it 


' - ^ *7  r; 


(i  + f*,)  Kl  + (- -^rj) 


+ 


P — Rl 


Pi—Ri  = — 


P a Ra  (P  i—Ki  — Ra) 


Ri  + f 1 + p 2 ) (Pi  — Ei  — R a ) 


h (i +,“>) | 1 - Ki  + (j^i  _ Ä2 ) j_ 

(f + »*» + idbrj  !(1+fi-,)  ^ + fcfcü  +dbd 


//> 


P 2 


Qi 


p—e—/i2 


ü+fO  Ti  + Q !;_Ät)  +v_ll-ü\ 


Qi 


n, 


Pi 


Pi — E{ — R 


r,  — 


(i+,t;)  Kl  + +^— 


fi ; 
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P3  ~ «3  = - TT 


Pz  ^3  (^2  E 2 E ) ) 


f*3 


^3  + ( 1 + Pi ) 0^2 E2 Ii3) 

(1  + f*3)Ä3i1  - ^ | 


0 + f<3+  i’Jil-ii)  i(1+^1  + (?vfcff3)  +^^£«3! 


f*3 


?3  = — 


P,  — E,  — Ii2 


(i+,«3)  t 1 + (?2_  1'_ä3)  + ;<,  — k!  - «:! 


f2  > 


^3 


p2  — E2  — Ji  3 


<‘+*>  r‘  + (*=£=*  )’+,i-=fcr5 


u.  s.  w. 


Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  der  absolute  Werth  der  Grösse 
p im  Verhältnis  zu  der  Entfernung  q des  Punktes  ( p q r)  von 
der  Axe  des  Systems,  und  im  Verhältniss  zu  den  absoluten  Wer- 
then  aller  das  System  bestimmenden  Elemente  sehr  gross  ist,  und 
bezeichnen  durch 


und  durch 


*2 


u) 


« jd 

l3  ) 


* (2)  4L 2)  j (2) 

li  5 > lS  ) 


Grössen,  deren  absolute  Werthe  in  Bezug  auf  die  gemachte  Voraus- 
setzung als  sehr  kleine  Grössen  respective  von  der  ersten  und 
zweiten  Ordnung  zu  betrachten  sind;  so  wird  man  sich  mittelst 
einer  aufmerksamen  Betrachtung  der  obigen  Gleichungen  leicht  von 
der  Richtigkeit  der  folgenden  Gleichungen  überzeugen: 


t*i  Ri  (P—Rj) 

(1  + f h)(P~R,) 


? 1 

p,-~  r2 
<h 


i (1) 
h > 


r,  = is(l>,  Qi  = h . 

/<_,  lt  , (P,  — £,  — Ity  ) 

Ri  + (1  + 11*)  ( Pt  Ri  — • R-i) 


<i) 


+ i*m. 


»V‘\  rs  — *5 <1)»  Ql 


5 


# 


ü(> 


Pj—  «3 

'/3  : 

P4— «4  = 

?4  " 


M"3  ^3  GPo  ^3^  i • (o) 

n u i "t"  ?3  ' t 


ä3+(1+^;  (p.—e,—rj 


i <*>  r.  = t (l  n 
*7  j r3  — *8  > tr3 


i CO  • 
*•»  ^ 


P±  R*  ( P3  E3  E4J  _,  .(,) 

«4  +a  + N)(Pi -E3-RJ  ^ '•*  ’ 


i (1)  r - 
*10  > r4  ■ 

u.  s.  w. 


Gi(1)>  ?4  =~r  *i2  ; 


Hieraus,  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen 2),  ergeben  sich 
zur  Bestimmung  der  Grossen 


Pi 

- 

9l , 

n ; 

V 2 

- ß2 , 

9a, 

**  2 1 

?3 

ff  3 ; 

*?3  ) 

*3  5 

P4 

— ff4, 

?4> 

>4  5 

u.  s. 

w. 

unter  der  oben  gemachten  Voraussetzung  die  folgenden  Näherungs- 
formeln : 

MG  (P—RJ 


5)  P*  — ff, 


+ fl  4-  M Cp  — elj 


p.— ffA  Pi  — R i 

r‘  = ?7=T,  , ; 


p.,  — 


jlt.,  /b>  (Pj  Ey  R>) 

IL  + (1  P'  JCPi  E\  R.O  ’ 


<h 


P,  — 1L 


tfn  r > 


P,  — 1t> 


— Et  — R,  111  '*  Pi  —El  — R> 
P3  ^3  (P'2  E-2  R3  ) 


n; 


P3-Ji3  = ~ 


R3  4*  fl  4"  pj  J Cp  2 e2  r2)  ’ 


„ _ p3~fil  t - _ p3  — /f3  . 

/3  Vt—Ei—lli  7-’’  3 Po—  üj  — Ä3 


Pl  — P»  = — 


f*4  /G  ( 7G  ft-3  ^4  7 

//44-(  14~  P4XP3 — Ez — ’ 


V4 


P*  — ff* 


P3  - £3  — //4 

u.  s.  w. 


?3>  **4 


P 4 — Ra 


P 3 ^3  ^4 


ri; 


\)7 


welche  man  aber  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken  kann 


G)  pL  = _ 


R,p 


Pi  ii  L — (1  + pjv  ’ 
Pi  /!,  q 


<h  PlRi  —d  + Pi)P’ 

r = Pi  Ri r . 

1 


p3  = 

fi3  (Pi  — E, ) 

P-i  R->  — fl  "b  p-i)  CP\  — 7£,J  5 

fi'o  7ii>  ^ | 

7j  — 

Hi  Ri  — (1  ~f"  Hi)  CPi  — 7t, ) ’ 

Hi  R-i  c, 

/ O 

JA*  R>  — ( 1 + 1 Hi)  ( Pi  — E\ ) ; 

R3(p-2  — Ei) 

P3  ~ 

P3  R3  — (1  + f*3)  fe>  --  7 Q 5 

f^3  Ä3  ^ll 

V3 

ftjii—a+to)  (pi—Ej’ 

Pl  R3  rl 

r3  — 

Pi  R3  — (1  + ^3)  ÜA>  7 £»)  ; 

«4  (P3—  £3) 

7^4 

f*4^4 — (1+^4)  (7^3  — A3)  ’ 

P + A4  r/3 

(?4  

f*4  Ä4  — (1  + f*J  0>3  — £3)  ’ 

1^4  A4  C;! 

r4 

fl4«4— (1+  ft4)  <>3 

u.  s.  w. 


Setzt  man 


1 


1 


7)  w.  = — , w.»  = — , rc 

Pl  * Pl 


1 


ft 


> j ) • • • * > 

Hi  H 


so  werden  die  vorhergehenden  Gleichungen: 

Grunert  optische  Untersuch.  I. 


\ 


\ 


8)  Pt  = — 


Hi 


r, 


Pa 


Ha 


9S 

7J,  /(  /7 

- ", 

— (71,  H“  1 )p  ’ 

/(  7 

- (/I,  + l)/7  ’ 

",  r 

Kr 

— 0*,  + 1 )P 

Wo  2 ( /*  | A,  ) 

X 

♦ 

— fn2  + 1)  0>i  — A'i ) ’ 

K,  9, 

ft.. 

— (?e>  + 1)  ( Pi  Et ) ’ 

ft. 2 r, 

ft. 

— (ni  4*  1)  0>i  — A', ) 

71;,  //  , (/7.J A.>  ) 

Kr 

— (W;i  + 1)  (j»2 E >)  ’ 

",  92 

ft. 

• » 

— (t*;,  4-  1)  (P2—E2)  ’ 

",  »•» 

", ' 

— (7*3  4“  1)  (P2 E.j)  ’ 

n4  II 4 (p:t  — E3) 

Pl  — 


Hl 


V 4 


ü±ha 

H+—  (n4+  1 

r - ^r-,  . 

4 £3)’ 

u.  s.  w. 

und  können  auch  au  1 folgende  Art  ausgedrückt  werden 

/?,  ftx  y 


9)  Pi  ~ — 


Hi 


,{i  —(tli  + 1 )p' 

1 /h 


7i,  ^ 


H - 


7*i 


09 


P> 


<h 


P:\  = 


n .j  R.i  (/?,—£,) 


/A>  — ( n2  + 1)  (/>i  — Ei)' 


1 


/>.* 


<h  , 


/>2 


w.»  pl—El 1 *  111  n2  pL — 

n,ll,  { p,-E,) 

Ä,— (n3  + 1)  (P2-E,)’ 


rn ; 


i 


, r,  = — 


1 


Pa 


P4 


04  = 


/l;{  JÖO 

»4  £4  CjP;t  £.'[) 


»3  Pa““ & 


r r2  ; 


Ä4—  (»4  + 1)  (Pa— ^)’ 


1 


P4 


1 


P4 


«4  ' Pj  — E-t  9:1  ’ ' 4 «4  ' Pa-- £3 


»•3; 


U.  S.  VV. 

§•  16. 

Wir  wollen  jetzt  bloss  eine  Kugelfläche  betrachten,  und  dazu 
die  erste  in  dem  vorher  betrachteten  Systeme  wählen,  in  welchem 
Falle  wir  also  nach  8)  die  folgenden,  bekanntlich  aber  bloss 
näherungsweise  richtigen  Gleichungen  haben: 


».  *1 

P 

Pl  ~ R, 

— (»1 

+ 

i) 

> 

P 

Ry  q 

9‘  ~ Ä, 

— ( n 1 

+ 

i) 

y 

p 

Ry  r 

n ", 

— («, 

+ 

i) 

p 

Die  erste  dieser  drei  Gleichungen  kann,  wie  man  leicht  findet, 
auch  auf  folgende  Art  ausgedrückt  werden: 


1 


n, 


11)  - 

P Py 


»1  + 1 
R, 


1 Bezeichnen  wir  nun  die  Gränzen,  denen  p und  /?,  sich  nähern, 

wenn  man  sich  respective  den  absoluten  Werth  von  px  und  den 
absoluten  Werth  von  p dem  Unendlichen  nähern  lässt,  durch  / 

und  fx , so  ist  nach  11)  offenbar: 

7* 


12) 


100 


also 


/‘ 


13)  f = 


fit  -f-  1 ii j 4-  1 

*i  9 fi 


n | 4"  1 


, fi 


*.  ", 

n,  + 1 


Zieht  man  jede  der  beiden  Gleichungen  12)  von  der  Gleichung 
11)  ab,  so  erhält  man: 


oder 


14)  i + - — 7 = 0,  - + - — T 

V V , / P V,  /, 


15)  t + = l i+5i‘T2i. 

V P,  t V Pi  1 1 


0 


Also  ist 


>!±  __  _ / 1 _ 1 \ _ f 

Pi  \p  f)  fp 


Pi 

1 

y' 


y»  P fi 

V/>.  /./ 


und  folglich 


16)  p M Pt 

nAPi—fi) 


' fi  fit 

_ W|  fP 
p—f 


Multiplicirt  man  diese  beiden  Gleichungen  in  einander  und  hebt 
auf,  was  sich  aufheben  lässt,  so  erhält  man  die  Gleichung 

i7)  (p  A)  Oh  f ) = /‘/1 , 
und  folglich  nach  13): 


oder 


18)  0 — /}  Oi  — /i)  = w,  , 


l'J)  <>-f)Q..-0=  . 

Nach  der  zweiten  und  dritten  der  Gleichungen  10)  ist 


7 _ r _ 


t/i  **, 


und  folglich 


£ r 

<7i  ri 


v L_  ] 


1-0,,+!)^, 


(«,  + 1)  £ -C».  + D V; 
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also,  weil  nach  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  13) 

1 (jly  + 1)  -£  =0 

nl 


ist: 


20) 


d 


7 i 


r 

r 


n i + 1 

R, 


C p ~~  f) ; 


n]  R{ 


1 


folglich  nach  19): 

21)  1 

' ?i  rx  nL+i  >,-/;* 
Multiplicirt  man  20)  und  21)  in  einander,  so  erhält  man 

p—f 


(O  -C) 

W ir  wollen  nun 


= *i 


Pi  — f\  ' 


23)  = 


RxYnx 

ri\  + 1 


setzen,  und  die  Grösse  Mx  den  Modulus  der  betrachteten  Ku- 
gelfläche  nennen.  Dann  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


24)  (p  — f)  0,  — /I ) = 4/, 2, 


und 


25) 


r p — f M}Ynx 


q i 


ilf, 


Pi  — /i  ' 


r», 


Im  Falle  der  gewöhnlichen  Reflexion  ist  w,  — 1,  und  folglich 


q **  _p“r/' 


26)  *-  = 
q i n 


4/, 


yif, 


Pi  ~/i  ' 


§•  17. 

Auf  ähnliche  Art  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen  eine 
Kugelfläche,  wollen  wir  nun  ein  System  zweier  Kugelflächen  be- 
trachten, und  wählen  dazu  die  beiden  ersten  Kugelflächen  des  in 
§.  14.  und  §.  15.  betrachteten  Systems.  Dann  haben  wir  nach 
8)  die  folgenden  näherungsweise  richtigen  Gleichungen: 
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n,  p 


27) 


Pl 

", 

- (#,  + 0 p ’ 

'/l 

n , 

— («i  -h  1)  F 

",r 

", 

— («i  + 1)  F 

n,  /G  (/>,  — £, ) 

Pi 

Ää 

— (n2  + 1)  (/>,  — £,  j 

IL  f, 

Vj 

/G 

— (fij  -hl)  (p,  — £,) 

/C,  r, 

f-2 

/TT 

-(n,  + l)(p, -£,) 

Bestimmt  man  aus  der  vierten  Gleichung  die  Grösse  /?,  — En 
so  erhält  man 


Pi  —Ex  = - 


fto/G  ( n 2 4“  1)  F, 


und  verbindet  man  hiermit  nun  die  erste  der  obigen  sechs  Glei- 
chungen, so  crgiebt  sich  die  Gleichung 


28)  ;r 


»,  /f,  v 


R,V> 


(tt|  4~  1)  P n2  E-2  (^2  “1-  1)  P-2  1 ) 

welche  man  mittelst  leichter  Rechnung  auf  die  folgende  Form 


bringt: 


2Q  ^ ^ ^ I \ W|  ”1“  1 71  ( ( 71 2 “f"  1)  I 


P 2 


1 Ä, 


Ä,  ' 


y ( 1 ___  w,  + 1 \ / fl,  ;c>  4- 1 \ 

1 v p nx  ) \p,  R,  ) 


oder  auf  die  Form 

1 


-+1 

30)  — ' — ^ — V — 

P P-2  ' ZG 


ftj  + i j 
Ä*  / 


/—  — -f  l \ 

_ v ( ;2i  _ . n «2 

'V/7  äi  /Vf,  ' /?,  /’ 


d.  i.  nach  7): 


30*) 


KK5 


f^l  tl'2  / 

~P~  K ~ V 


ftj  -4“  1 “f*  1 

Pi  + 1 


+i) 

/(  , / 


— J7  f Pj_  Pl  + 1 X\  ^ + 1 \ 

1 V V R\  ) \P>  R2  ) 

Wenn  aber  nx  n2  = 1 ist,  so  werden  diese  Gleichungen,  wie  man 
leicht  findet : 

11 

P P2 


3!)  ----(,,,+iwi  "'+1Wl  «.+  1\ 


di,  R,t 


= E1(  1 

n,  'P 


Ä,  ) 


Ferner  ergiebt  sich  aus  27): 

1 - Oh  + 1) 


P i 


und  folglich,  weil  nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet, 

P,  — E,  __  1 


1 — (»,+  1) 


R, 


1 


(i  + 1 Y-i 

V h2  / R<2 


ist: 


P 


32)  -=- 
7 2 r2 


1 — (w,  + 1)  - 

1_(i+1)  k 


d.  i.  nach  7): 


32*)  -i  = — 
*?»  r> 


1 ~ (»t  + 1) 


Ä,  . 


1 — + 1) 


Pi 

R, 


also  für  nL  n2  = 1 : 


33) 


1 _ £ _ 1~(,,-  + ‘)k 

'■  1 - tu,  + tl  J 

Jll 


Bezeichnen  wir  die  Gränzen,  denen  />  und  />2  sich  nähern,  wenn 
sich  respective  der  absolute  Werth  von  p2  und  der  absolute  Werth 
von  p dem  Unendlichen  nähert,  durch  f und  /2 ; so  ist,  wenn  wir 
jetzt  bloss  den  für  die  wirkliche  Anwendung  allein  wichtigen  Fall 
nxn2  = 1 in’s  Auge  fassen,  nach  31): 


34) 


1 

1 
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■<*+» 

II GH,)-  HtH-tt)' 


Verbindet  mail  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  durch  Subtrac- 
tion , die  zweite  durch  Addition  mit  der  Gleichung  31),  so  erhält 
mail  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


1 

P 


i 

P> 


Ei  / 1 1 «|  -Gl  1 ii\  - bl  1 , ?ij  + 1 1 


£/b  i _ 

fi.  \P  * P* 


1 

P 


ZG 

- — + -7 

P fl 


li, 


7 + 


R, 


r 


). 


E,  /I  1 ?/,  ~b  1 1 ft|  “f"  ^ 1 i fi|  “b"  1 1 


= bi  ( 1 . A_ 

’ n,  \P  ' P, 


II  , ' V li,  ' V , + 


u, 


) 


oder 


1 j_ 

«j  ’ /'  * P-2 

W(  + l Ej\l  /<  tt,~bl  E,  \ 1 A , ft,  4-1  E|\l 

\1+  Ä2  V Ä,  ’«,/G  \ + R/'nJt' 


fi,  + 1 E,  \ 1 


E,  1 
ni  ’ 7;  * /G 

_ /|  | »ibl  E,\  1 (,  71,4-1  E,\  1 . i. 

Nuu  ist  aber  nach  34),  wie  man  leicht  findet: 


fii+1 

li, 


E.\l 

»i  )fs  * 


te-WX-T-i-ti 


also 


i + i 

r r» 


th 


. , / 1 1 1 1 \ 
("l  + 1)  \%  ~rn,'7J 


und  folglich 


t 
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1 


7i  \ 4*  1 E\ 
II  t Hi 


1 + 1 

/(,  ^ li, 


1 i 

' /• 


i + 


^l  + l Ü\ 


_1 

1 + 1 
//,  ^ li. 


1 

L ‘ r 

fi 


H, 


nL 


U ' 


i_  l _ J_ 

Ei  ’ f HL  • fi 

Führt  man  diese  Ausdrücke  in  einen  jeden  der  beiden  obigen 
Ausdrücke  von 

E,  1 1 

71 1 P P, 

ein,  so  erhält  man  die  Gleichung 

35>  (7-4) 

-*■*■»  {k+k)(rbhhH)> 

aus  welcher  sich  ferner  ohne  Schwierigkeit  die  folgenden  Formeln 

1 \ 1 


ergeben : 


1 

P 


Oh 


+1)  (i+i)  (pa~i)? 


36) 


V 


i oder 


P 2 


(?  + 7.) 

i"(»,+i>  i 

a+i) 

i 1 

r* 

Ul  + 1)  ( 

1 + 1)  (L 

n,  ^ ä,  / V? 

/■/  /< 

CI) 

" — Ui  + 1) 

(IC 

1 

_ (K) 

+ DI 

- /i  + /i) 

r. 

Ui  + 1)  ( 

i+/i)  (i 

- 1 7 

) 

(? + ?;) 

i-(«. +D  ( 

1+  ü 

( 1 

Ui+1)  ( 

_L 4-  )\  ( ~~ 
if  ^ li,)  \p 

i \ i 

~7)  ü 

37) 
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oder  auch 


38) 


= _ (?+ a)A~(”i  + 1)  (fr  +%)  r,_ 
(n‘  + 1}(fr  + n ;)(*’«-'A) 

(?+/t)  f (",  + 1)(  1; + /!.;) p , 


/'.=  — 


("' + i){r,  + k)(p~n 


woraus  sich  ferner  leicht 


39) 


V -f  = 


- + - 

rr. 


(”i  + 1)  (jr  + m ) 


(n 


+ Kfr  + fr  )(p‘  _/,) 


ff, , 


p _A _ _ ?+7,-^+i)  (k+  h)-  . 


also 


■10)  Q>  — [ )(i\  — M 


J, 


A + i- 

/ A 


j <rti  + 1)  (fr  + A)j 


ff , 


ergiebt. 

Weil  nun  nach  34),  wie  man  leicht  findet: 


1 


•!;+(■■+•)  (k-k) 


1 + 


n,  + 1 E\ 


41) 


n 


i 


n,  4-1  /ii  4-  1 b 


A 


// 


li 


^■-"'M,&  + (n|  + ,)  (tl 

4~  1 A 

A * 


-»L) 


ist,  so  ist 


10? 


i . 1 

r + fi 


(«,  + ‘)  (j ; + «;) 

S!TriTr1'!;  + <’‘'+I,(l;"«i)l 
0- 


«i  +1  £, 

Ä.  ' », 


und  folglich 


! 1 - 


also 


i + ± 

f A 


1 


42)  /l 


I+i 

r ^ a 


(«,  + D (/r  + /) 


1 


ffz 


«1+1  «1+1  E , , , I /^1  1 W. 

-RT'-fT  n-  +(ß'+1)  U~/d) 

Daher  ist  nach  40) 

43)  (p-n  (A-A) 

i 


+ 1 ?i,  -+  1 E 


li, 


li 


oder 


43*)  (p-f)(p2-fi) 

_-|*+J.s£i  .5+(„,  + 1)(‘.-i)J 


-2 


( Ä 

Nach  33)  ist 


= L 

q2  r* 


1 — («!  + 1)  jj- 


1 — («,  + 1) 


10$ 


also 


1 — Oh  4-1 ) jj Oh  +1) 


v - r 

n, 


2 1 — («i  4~  1)  jf — 0*1  + 1) 


P,—0  ' 

1L 


und  weil  nun  nach  41) 


1 + 


w,  4-  1 £, 


f 


JL 


n 


71,  “f-  1 7i i — f—  1 E 


II, 


44) 


JE 


1 


. ^ +(».  + !)  (t^-TT.) 


71,  4*  1 E, 


li. 


71 


n,  4-  1 7i  | 4“  1 E 


li, 


li, 


also,  wie  man  hieraus  leicht  findet : 


1 — Oh  4*  1)  -jj  = 


li, 


II,— II—  Ei 


71, 


1 Oh  + 1)  Jf  = 


/o 


/*,  — ä*  - 


71, 


oder,  wenn  der  Kürze  wegen 


K = 


Äi  — Ä, 


W|  4~  1 rr> 


E, 


n. 


gesetzt  wird, 


1 — (n,  + 1)  ~ -=  Ä/i, , 1 - (»,  + 1)  -*  — IUI, 


ist;  so  ist 


L _ L 
* 2 


/fÄj  — (n,  + 1)  • 

ATt,  4~  Oh  4*  1 ) ft  ~ 


Nach  42)  ist  nun 


109 


45)  ( V — OiPi—f,) 


i n,  n,  ^ 

I - 1 

(KR,  n..\ 

i(nL  +1)  (fi,  — A> — 

f 1 

k + 4 

also 


Po— f,  = — 


ä2  n, 2 r* 


(«,  + l)2  (p—fY 

Führt  man  diesen  Werth  von  p2 — f2  in  den  obigen  Ausdruck  von 

<L  = L 

^o  r2 

ein,  und  hebt  auf,  was  sich  aufheben  lässt,  so  erhält  man  nach 
leichter  Rechnung: 

,r>  L = L = Oi+Q(/j  — /')  = _ KlljR, 

I/,  r , li lt1  K,  ( n , + 1 ) (/',  — /J  ‘ 


Wir  wollen  nun 

47)  4f 


Ä Ä, 


(»,  +1 )(«,— Ä,—  2L±i£l) 

nl 

setzen,  und  die  Grösse  4/,  den  Modulus  des  im  Vorhergehenden 
betrachteten  Systems  zweier  Kugelflächen  nennen.  Dann  ist 

_ K /?,  R, 

1 «[  4*  1 ’ 

lind  folglich  nach  45)  und  46) 

48)  (p-  f)(p2—f2)==  - M* 

und 

q _r  __P  — f 4f7 


49)  £_=-  = 


q2  r2 


M , 


Po—  A>* 


Den  Modulus  4/,  kann  man  auch  auf  folgende  Art  ausdrücken: 

1 

50)  Mi  = — 


(n,  +1)  (i;-i)  + ^T  • 


U\  1 -f-  1 ► E, 


R, 


n. 


oder 


50«)  ir,  — — j(«,  + 1)  T-f,!  •' 


1 10 


Eliminirt  man  die  Grösse 
teil  Formel 


"i 


mitlelst  der  aus  dem  Obigen  bekann- 


so  erhalt  man: 


51 ) Ml 


Ä» 

/' 


1U 

/;> 


*,  + i i i 

ä,’  A*  ä,  * /i 


oder 


52)  J/,  r 


/<,  /l  / /f  — /o  //, 


«,f  r //g2*  /:,v 


Auch  ergiebt  sich  aus  der  Vergleichung  von  40)  und  48)  für  das 
Quadrat  des  Modulus  der  folgende  Ausdruck: 


53) 


Mr  -= 


— /I 


I + i 

r ft 


(n, 


+ 1}  (w,+tü) 


tu 


Viertes  Kapitel. 

Von  den  Spiegel-  und  Linsen  - Systemen. 

§•  18. 

Jede  Kugeüliiclie,  welche  die  Lichtstrahlen  nach  dem  gewöhn- 
liehen  Gesetze  der  Zurückwerfung  reflectirt,  wird  ein  sphäri- 
scher Spiegel,  und  jeder  von  zwei  Kugelfliichen  begränzte 
Körper,  welcher  die  Lichtstrahlen  nach  dem  gewöhnlichen  Gesetze 
der  Brechung  bricht,  wird  eine  Linse  genannt.  Spiegel  und  Lin- 
sen, welche  eine  solche  Lage  im  Raume  haben,  dass  die  Mittel- 
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punkte  der  stimm t liehen  dieselben  bestimmenden  Kugelflächen  in 
einer  und  derselben  geraden  Linie  liegen,  bilden  ein  Spiegel- 
und  Linsen- System,  und  die  in  Rede  stehende  gerade  Li- 
nie wird  die  Axe  dieses  Systems  genannt.  Die  einzelnen  Spie- 
gel und  Linsen,  aus  denen  ein  Spiegel-  und  Linsen -System  be- 
steht, sollen  dessen  Elemente,  und  zwar,  wenn  das  System 
aus  i Elementen  besteht,  nach  der  Reihe  das 

Isle,  2te,  3te,  4te,  5tc,  ...  ite 

Element  genannt  werden.  Die  Punkte,  in  denen  die  Axe  des 
Systems  von  den  die  Elemente  desselben  bestimmenden  Kugelflächen 
geschnitten  wird,  heissen  die  Scheitel  der  entsprechenden  Ele- 
mente. Jede  Linse  hat  zwei  Scheitel,  von  denen  wir  immer  den, 
welcher  der  von  den  einfallenden  Strahlen  getroffenen  Kugelfläche 
entspricht,  den  vordem  Scheitel,  den  andern  den  hintern 
Scheitel  nennen  wollen.  Jeder' Spiegel  hat  natürlich  im  eigent- 
lichen Sinne  nur  einen  Scheitel.  Indess  wollen  wir  im  Folgen- 
den der  Kürze  des  Ausdrucks  wegen  auch  jedem  Spiegel  zwei 
Scheitel,  einen  vordem  und  einen  hintern,  beilegen,  wobei  aber 
nicht  zu  übersehen  ist,  dass  in  diesem  Falle  die  beiden  Scheitel 
zusammenfallen,  die  Entfernung  derselben  von  einander  also  ver- 
; schwindet. 

Durch  alie  Scheitel  der  Elemente  als  Anfangspunkte  denken 
| wir  uns  auf  ähnliche  Art  wie  im  vorhergehenden  Kapitel  wieder 
! sämmtlich  unter  einander  parallele  rechtwinklige  Coordinatensysteme 
gelegt,  deren  erste  Axen  alle  in  die  Axe  des  Systems  fallen,  be- 
i zeichnen  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachteten  Entfer- 
nungen des  vordem  Scheitels  des  2ten  Elements  von  dem  hintern 
Scheitel  des  lsten  Elements,  des  vordem  Scheitel  des  3ten  Ele- 
ments von  dem  hintern  Scheitel  des  2len  Elements,  des  vordem 
Scheitels  des  4ten  Elements  von  dem  hintern  Scheitel  des  3ten 
Elements,  u.  s.  w. , des  vordem  Scheitels  des  «teil  Elements  von 
dem  hintern  Scheitel  des  (i—  1)  ten  Elements,  wobei  diese  Entfer- 
[ nungen  natürlich  von  den  hintern  Scheiteln  des  lsten,  2len,  3ten, 
\ 4ten,  u.  s.  w.  (i  — ljten  Elements  an  gerechnet  werden,  nach  der 
f Reihe  durch 

Aj , E 2 , , E 4 , ....  hi  _ ( , 

f und  betrachten  die  Halbmesser  aller  einzelnen  Kugelflächen  als 
j positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  sie  von  den  entsprechenden 
t Scheiteln  an  nach  der  Seite  der  positiven  oder  nach  der  Seite 
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der  negativen  ersten  Coordinaten  hin  liegen.  Ferner  sollen  unter 
diesen  Voraussetzungen  die  Moduli  des 

Isten,  2ten,  3len,  4ten,  5ten,  ...  den 
Elements  respective  durch 

bezeichnel  werden. 


Der  Modulus  M eines  Spiegels,  dessen  nach  dem  Vorherge- 
henden gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  betrachteter  Halbmes- 
ser II  ist,  wird  nach  HI.  23)  mittelst  der  Formel 

1)  M _ J l( 

gefunden. 

Der  Modulus  M einer  Linse,  deren  dem  vordem  und  hintern 
Scheitel  entsprechende,  nach  dem  Vorhergehenden  gehörig  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Halbmesser  II  und  //  sind, 
und  deren  hinterer  Scheitel  von  dem  vorderen  die  nach  dem  Vor- 
hergehenden gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Ent- 
fernung I)  hat,  d.  h.,  wie  man  gewöhnlich  zu  sagen  pflegt,  deren 
nach  dem  Vorhergehenden  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ 
betrachtete  Dicke  I)  ist,  wird,  wenn  n das  negativ  genommene 
Brechungsverhültniss  bezeichnet,  wie  leicht  aus  den  im  vorher- 
gehenden Kapitel  entwickelten  Formeln  erhellen  wird,  mittelst  der 
Formel 


(» + i)  di  — u'  — 2+i  j» 

11 

oder 

3)  JT  = -|<»+1)  (t{-]?)  + -JT-  ~lT-n\ 
gefunden. 

Denken  wir  uns  nun,  dass  Strahlen,  welche,  nöthigcnfalls  ge- 
hörig verlängert,  sämmllich  durch  einen  Punkt,  dessen  Coordi- 
naten in  Bezug  auf  das  durch  den  vordem  Scheitel  des  Isten 
Elements  als  Anfang  gelegte  System  wir  durch  />,  cy,  r bezeich- 
nen wmllen,  gehen,  auf  das  lste  Element  fallen,  so  wird,  wie  aus 
dem  vorhergehenden  Kapitel  mit  völliger  Deutlichkeit  erhellet,  ein 
dem  Isten  Elemente  entsprechendes  Bild  des  Punktes  ( yqr ) entstehen, 
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j dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  durch  den  hintern  Scheitel  des 
: lsten  Elements  als  Anfang  gelegte  System  durch  p, , qi , r,  be- 
s zeichnet  werden  mögen;  von  diesem  Bilde  (/?,  q{  r,)  wird,  wenn 
! nur  die  abgelenkten  Strahlen  das  2le  Element  treffen,  ein  dem 
2ten  Elemente  entsprechendes  Bild  entstehen,  welches  das  dem 
2ten  Elemente  entsprechende  Bild  des  Punktes  ( p q r)  genannt 
werden,  und  in  Bezug  auf  das  durch  den  hintern  Scheitel  des 
1 2ten  Elements  als  Anfang  gelegte  System  durch  die  Coordinaten 
\ p 2,  q2 , r2  bestimmt  sein  soll;  von  diesem  Bilde  (p2  q2  r2 ) wird 
i auf  ähnliche  Weise  ein  dem  3ten  Elemente  entsprechendes  Bild 
) entstehen,  welches  das  dem  3len  Elemente  entsprechende  Bild  des 
! Punktes  (p  q f)  genannt  werden,  und  in  Bezug  auf  das  durch  den 
! hintern  Scheitel  des  3ten  Elements  als  Anfang  gelegte  System 
; durch  die  Coordinaten  p3 , q3,  r3  bestimmt  sein  soll;  wie  man 
i auf  diese  Art  weiter  gehen  kann,  ist  klar;  zuletzt  wird  eben  so 
i ein  dem  iten  Elemente  entsprechendes  Bild  des  Punktes  (p  q r) 
\ entstehen,  dessen  Coordinaten  in  Bezug  auf  das  durch  den  hin- 
I tern  Scheitel  des  «teil  Elements  als  Anfang  gelegte  System  wir  durch 
\ Pu  Qu  ri  bezeichnen  wollen. 

Wenn  wir  die  Coordinaten  der  Bilder 

( P,  9i  r,),  (J>*  <lz  r>),  (. P3  93  ri),  ■■■  (P>- - 9 i - 1 r i _ ,) 

in  Bezug  auf  die  durch  die  vordem  Scheitel  des 

2len,  3len,  4ten,  5len,  ...  üen 

Elements  als  Anfangspunkte  gelegten  Systeme  respective  durch 

Pl>  q 1 ; r l i V 2 } (l  2 ! T 2)  P ?,  i <7  3 > r 3 ; • • * P i-i,  q i-  i,  r i-l 

bezeichnen,  so  haben  wir  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten  offenbar  die  folgenden  Gleichungen: 


Pl 

— P 1 

= Elt 

<h 

</u 

il 

> 

H- 

M „ 

P2 

— Pl 

II 

ii 

?'*2, 

II 

^ • 

Pa 

~ P\ 

= e3, 

<h  == 

*3  = r3; 

u. 

s.  w. 

Pi—l  p i- 

-i  ==:Ei  — i 

,,  qi-i  = 

c/i-l; 

) Timm  l ~ f i mm  1 

§• 

19. 

Bezeichnen  wir  aber  jetzt  die  den  Grössen  f und  fL  bei  der 
Betrachtung  einer  Kugelfläche,  oder  die  den  Grössen  f und 

Gruuert  optische  Untersuch.  I.  8 


bei  der  Betrachtung  eines  Systems  zweier  kugeltlachen  im  vor- 
hergehenden Kapitel  (§.  lü  u.  §.  17.)  entsprechenden  Grössen  für  das 

lsle,  2te,  3te,  4te,  5te , Be 

Element  respective  durch 

fi,  fr,  fi,  fr,  h,  fr  U,  f 4;  ••••  f,  fii 

so  haben  wir  nach  III.  24)  und  III.  48)  die  felgenden  Glei- 
chungen : 


1( v — /i)  (pl  — f'  1)  = ± Mr, 

(p\  — /i)  iPi  — f'2)  = ± 

(. P-2 — Q iP:i  — f'-.i)  = ± M:i2, 

u.  s.  w. 

(pi-i  — fi)(pi-f't)=±  M‘2i ; 


in  denen  im  Falle  eines  Spiegels  jederzeit  das  obere,  im  Falle 
einer  Linse  jederzeit  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist.  Um  uns 
von  diesen  doppelten  Zeichen  frei  zu  machen,  wollen  wir  nun  im 
Folgenden  die,  jenachdem  das  Element  ein  Spiegel  oder  eine 
Linse  ist,  positiv  oder  negativ  genommenen  Quadrate  der  Mo- 
duii  des 

lsten,  2len,  3len,  4ten,  5len,  ...  Ben 
Elements  respective  durch 

97?!,  W2,  ffl,,  9) l4,  9Jt6>  ...  SÖh 


bezeichnen.  Dann  erhalten  die  vorhergehenden  Gleichungen  fol- 
gende Form: 


i (P  ~ 

ft)  (Pi  — 

/',) 

= 

C)  i 

(. Pl  ~ 

ff)  (Pi  ~ 

fi) 

= OTS) 

(fi  ~ 

fz)  (Pz  — 

f:<) 

»s 

II 

u.  s.  w. 

[ (P‘-l  — 

-fi)  (P  i — 

-ff) 

= SR,; 

oder  w 

eil  nach  4) 

| l 

Pi  — 

fi  = V 1 

+ £l  — 

ff  ' 

/ 1 = p 1 

~ fi 

+ (E,  - 

- fi 

+ 

fi), 

P -2  ~ 

fi  = Pi 

+ E,- 

r>  ' 

/ 2 = P 2 

- fz 

"f*  (Eo  - 

- fi 

4- 

fz), 

P;l  " 

fz  = Pz 

+ E,- 

p>  * 

r 3 = p 3 

~ fz 

+ (£,  - 

- fz 

f*), 

u.  s.  w. 

Pl  -1  — 

f i-l  =/‘-l 

+ - 

~f «— i ==P  i 

-i 

ft+(Ei- 

i~fi 

-i+f); 
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d.  i. , wenn  wir  der  Kürze  wegen 


% - El 
= E, 


7)  M 


E, 


f\  + fi, 

fi  + f, 

fs  + f , 


;i  ' JJ>:{ 

u.  s.  w. 

! %^E^x-f,i^+fi 


setzen,  wo  natürlich 

ttl,  »2,  ^3,  *4,  S^-t 

bekannte  Grössen  sind, 


Pi  — 1 fi  = s^i  r p i — f-2 
Pl A=  ^2  + /o—  f:l, 

P,l  — f:i  = + /3  — f 

U.  S.  W. 


05 


4 , 


Pi-i  — t i-t — 9(;-i  + / i-i  — ft 


ist,  die  Form: 


8) 


i (p  — ft)  (%  + Pl  — fd  = ®f|  , 

(p'i  - ff)  (91,+  P\—  ft)  = m., 

(p,  - r,)  (9i,+  P \ h)  = , 

u.  s.  w. 

(p',-2- ft-, )(.%-,  +/,_,  — /"i)  = S)?i_i , 

(pi-,-fO(pt-f'  ) =®,. 


Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man,  wenn  man  dieselben 
der  Ordnung  von  der  letzten  bis  zur  ersten  nimmt: 


Pi  - fi 


CK; 


Pt-i-fi’ 


Pt-, 


fi  — 9?i-(  + — 


Pt-,- f-,’ 

m-, 


Pi—,  fi  — , 9tj_o  + —7  , 


u.  s.  w. 


8* 
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und  wenn  man  die  obigen  Gleichungen  in  der  Ordnung  von  der 
ersten  bis  zur  letzten  nimmt,  so  ergiebt  sich: 

/•  g». 

P - />  - 91,  + p', -/i  ’ 

, 

Pl 

. _ t _ _ 

Vl 

u.  s.  w. 


Pi-3  — /i-s 

1 

§ 

1 

SJG-  2 — 2 /)— 1 

nf . f. 

50?,- , 

V ‘ — •*  / • — i 

-1 /i  ' 

p'l-l—  /■» 

9Jfi 

p,  - r.  ■ 

Aus  der  ersten  dieser  beiden  Reihen  von  Gleichungen  erhält 
man  ohne  Schwierigkeit  durch  successive  Substitution: 


Mi 

^ , fW,_a 


91-,  + .. 


. ?k 

f 5J?2  , 50?a 
+ 9?, 


55?, 


P—f,  ’ 


und  eben  so  leicht  ergiebl  sich  aus  der  zweiten  der  beiden  obi- 
gen Reihen  von  Gleichungen: 


11 7 


% 


10)  P — fx  = 


9R, 

91,  3J?„ 

+ % , 9R» 

“T" 


9i. +.  , gr_2 


+ 


+ 


Pi  —f'i 


Jeder  dieser  beiden  Kettenbrüche  besteht  aus  i,  d.  h.  gerade 
aus  eben  so  vielen  Gliedern,  als  das  System  Elemente  enthält. 
Zur  Entwickelung  derselben  ist  nur  die  Berechnung  der  Moduli 

Ml}  M7,  MZ)  Mt,  M6,...Mi 

der  einzelnen  Elemente,  aus  denen  immer  auch  leicht  die 
durch 


m,,  3ä4, 

bezeichnelen  Grössen  gefunden  werden  können,  und  der  oben 
durch 


91 


i > 


bezeichnelen,  von  den  Entfernungen  der  einzelnen  Elemente  des 
Systems  von  einander  abhängenden  Grössen  erforderlich,  welche, 
wie  wir  aus  dem  Vorhergehenden  wissen,  keiner  Schwierigkeit 
unterliegt. 


Bezeichnen  wir  die  Gränzen,  welchen  bei  unserm  aus  i Ele- 
menten bestehenden  Systeme  die  Grössen  p und  pt  sich  nähern, 
wenn  sich  respective  der  absolute  Werth  von  pt  und  der  absolute 
Werth  von  p dem  Unendlichen  nähern,  durch  F,  und  F'i,  so  ist 
nach  9)  und  10): 


und 


11Ä 


l2)  fi  ^ % toi  3 

T* 


9t.  3J1, 

+ sft,t  + .. 


9U2+m-, 


wo  jeder  Kettenbruch  nur  aus  * — 1 Gliedern  besteht. 


§.  20. 

hiir  ein  aus  einem  Elemente  bestehendes  System  ist  in  der 
ersten  der  Gleichungen  6)  offenbar  f\  = Fx , f\  = Fx  zu  setzen, 
und  wir  erhalten  daher  unmittelbar  die  folgende  Gleichung: 

i3)  = % . 

Mir  ein  aus  zwei  Elementen  bestehendes  System  ist  nach 
9)  und  10): 


Pl  — f'l 


% - 


r-t\  ’ 


p-f 


. a». 


sJt,  + 


9Jt., 


p2— / *' 


und  nach  11)  und  12): 


r 9», 

/>—  gt  , A h — sj,  • 


Aus  der  ersten , dritten  und  vierten  dieser  vier  Gleichungen  folgt: 


_ _ SA  (Aa— A) A— Ai 

' g?  9J1,  ~ , ÜJ1,  i 


P—fi  91,  P-f, 

>•",  - A (A-AK?'— /,) 

7’—  a 


l — 


A— /i 

P —Ai 


und  eben  so  ergiebt  sich  aus  der  zweiten,  dritten  und  vierten  der 
vier  obigen  Gleichungen: 

% (F  - fx)  _ *Wi 


V—fx 


91,+ 


®?2 

p,  -A 


i + 


i 


9J1, 


91,  A 


1 


A— A (A-AHa  — A) 
_ A~  A ' A — A2 

a-A 


I 
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Also  haben  wir  jetzt  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

(Ff, —A)  (>—/;)  = (p — — f' 2), 

(?2  -F'2)(P—fi)  =(F.2-f\)  (P2— A); 

aus  denen  sich  durch  Division 

F'o  — /%  = p — f.2 
p,-F'  2 Fo  — /; 

oder 

( P — F2)  ( — F'2 ) = ( F,>  — /; ) (F'o  — /'o ), 

oder 

(p—FiHPi  — f'J  = (/,  — Fä)  (A  — F',) 
ergiebl.  Weil  nun  aber  nach  dem  Obigen 

Al?  Al? 

0Wi)(*W2)  — 

ist,  so  ist 

sn?  sro 

14)  (p  - Fo)  (p2  ~ F'o)  - - Ma . 

Aus  13)  und  14)  sieht  man,  dass  für  ein  aus  einem  Elemente 
bestehendes  System  das  Product 

(p-FjiPi-F'J, 

und  für  ein  aus  zwei  Elementen  bestehendes  System  das  ganz 
ähnliche  Product 

( P — F.>)  (p2  — F'2) 

eine  conslante  Grösse  ist,  und  es  fragt  sich  nun,  ob  dieser  jeden- 
falls sehr  merkwürdige  Salz  für  jedes  aus  einer  beliebigen  Anzahl 
von  Elementen  bestehende  Spiegel-  und  Linsen -System  als  gül- 
tig betrachtet  werden  kann. 

Um  hierüber  zu  einer  bestimmten  Entscheidung  zu  gelangen, 
wollen  wir  den  Satz  für  ein  aus  i — 1 Elementen  bestehendes 
System  als  gültig  annehmen,  und  untersuchen,  ob  derselbe  dann 
nothwendig  auch  immer  für  ein  aus  i Elementen  bestehendes 
System  gültig  sein  muss,  in  welchem  Falle  seine  allgemeine  Gül- 
tigkeit bewiesen  sein  würde.  Denken  wir  uns  jetzt  also  ein  aus  i 
Elementen  bestehendes  System,  so  ist  für  das  System  der  ersten 
i — 1 Elemente,  wenn  eine  gewisse  constante  Grösse  bezeich- 
net, in  Folge  der  gemachten  Voraussetzung: 

— — = Äi-i; 
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und  für  das  letzte  /'te  Element  ist  nach  13)  mit  gehöriger  Rück- 
sicht auf  die  im  Obigen  eingeführlen  Bezeichnungen: 

(p'i-i  — fi)(pi  — fi ) = 

oder,  weil  nach  4 ) 

Pi  - 1 = p i - i — Ei-i 

ist, 

o>i- 1 — JE«— i — - r.i)  = 9äi. 

Lässt  man  jetzt  den  absoluten  Werth  von  sich  dem  Unendlichen 
nähern,  so  nähert  sich  p der  Gränze  F:  und  der  Glanze 
fi , also , weil  nach  4) 

Pi- i = i -f-  p'i-  i 

ist,  />  — i der  Gränze  F;_i  + f ; und  wegen  der  Gleichung 
(/;— Fi-iK/Ji-!  — F'i-,)  = Äi., 

st  folglich 

(Fi  — Eh _ i ) (Fi - , — E i-,  +/i)  = Ä-i  . 

Lässt  man  aber  jetzt  den  absoluten  Werth  von  sich  dem  Un- 
endlichen nähern,  so  nähern  und  pt  sich  respective  den 

Gränzen  Fv£-,  und  F';,  und  wegen  der  Gleichung 

{p  i - 1 — Fi_ , — /*;)(/>»  — [ 

ist  folglich 

(F'i- 1 — Fi- 1 — /*i)  (F'i  — /', ) = 9}?. 

oder 

(Fi-,  — F'i-T+/i)(i''*  — f'i)  = “ÜRi. 

Nach  dem  Vorhergehenden  haben  wir  nun  die  folgenden  Glei- 
chungen: 

i,-, 


Fi  = Fi  _ i + “ 


und 


E*  = /**  IA  ~ 7—  n. 

h't=f'i  — 


Fi  — i — /n  — i -f*  /*  * 
5}?i 


Fi  - i—  F'i-,+/I  * 
Also  ist,  wie  man  durch  Subtraclion  leicht  findet: 
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p — Fi 


Ei  — i — pi  — i-\-fi 


pi  — F i = 


(Pi-i  — F'i-.HEi-i  — F'i-i  + ft) 
Pi- 1 — F'i-t 


Sti-t, 


{Ei-l—p!-i  + fi)(El-i—bJi-i  + f) 
und  hieraus  ergiebt  sich  durch  Multiplication  auf  der  Stelle 

Äi-.SDli 


; 


15)  (p—Fi)(pi  — F'i)  = — 


(Ei-i  — F'i-,  +fi)- 


2 » 


oder,  weil  nach  7) 


Ei  — i -f-  fi  — 57 i—  i + / * — 


ist: 


16)  (p  — Fi)(Pi  — F ;)  = 


ä._,  «m, 


Hieraus  sieht  man,  dass  der  Satz,  von  welchem  oben  die  Hede 
war,  für  ein  aus  i Elementen  bestehendes  Spiegel-  und  Linsen- 
Syslem  gilt,  wenn  er  für  ein  aus  i — 1 Elementen  bestehendes 
Spiegel-  und  Linsen -System  gilt,  und  daher  allgemein  gültig  ist, 
weil  er  oben  für  ein  aus  einem  Elemente,  und  ein  aus  zwei 
Elementen  bestehendes  Spiegel-  und  Linsen -System  schon  als 
richtig  erkannt  worden  ist. 


Setzen  wir,  analog  mit  dem  Obigen, 

17)  O-Fi)  (pi  — F'O  ==  Mi, 

so  hat  sich  uns  durch  die  vorhergehende  Entwickelung  zugleich 
die  bemerkenswerthe  Relation 


18)  & = 


I,.,! 

(Ei-i  — F'i-i  +fi )2  ^ 

A.iüRi 

(5L_i  —F'i-i  -h Ti- 1)2 


ergeben,  welche  uns  nun  ferner  bei  der  Entwickelung  eines  in- 
dependenten Ausdrucks  der  Grösse  Mi,  wozu  wir  jetzt  übergehen 
wollen,  die  vortrefflichsten  Dienste  leisten  wird. 


§.  21. 


Bei  dieser  Untersuchung  wollen  wir 


I oo 
1 


7 9T?, 

19)  *■=■».+  ‘ 


+ 


+ .. 


% + 9J? 


und  zugleich 


nm  *0  _!  Zj_  S^l 

' Nu~  0*  N,  1 


setzen , d.  h.  Zähler  und  Nenner  des  dem  Kettenbruche  auf  der 
rechten  Seile  des  Gleichheitszeichens  in  der  Gleichung  19)  glei- 
chen gemeinen  Bruchs  durch  Z,  und  1\\  bezeichnen , und  zugleich 

Z()  = 1,  Nu  = 0;  7,  = %,  N{=  1 

setzen. 

Weil  wegen  der  Gleichung  19)  offenbar 

71L  - stf.  + s^.  Ni-'  . Ni-t 

Ni  Zi-i  Zi  _ i 

ist,  so  haben  wir  die  beiden  folgenden  Relationen: 

9R* . Zi  — i -f*  5J?» . i\ri  _ i , 


21) 


( Zt  = OG  . 7« 

( N = Zi-i  ; 


welche  wegen  der  Gleichungen  20),  wie  sogleich  in  die  Augen 
fällt,  auch  noch  für  i=  1 und  i 2 gelten. 


Weil  nun  nach  13)  und  14)  offenbar 


ist,  so  ist  nach  20) 

Weil  nach  11) 


3R, , = 


SWi 

(Zn)' 


, £2  = 


(%r 

9R,  9J?, 

(Z./’ 


— I — F i _ 1 4“  f i — t = 9ii  — 1 -f~ 


%-2  + 


m--. 


+ 


•4-^3 

^ 9t.  , m, 
+ 9),  ’ 


d.  i.  nach  10) 
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% - 1 — frv  i - 1 + f i _ 


Z>- 


Ni- 1 


ist,  so  ist  nach  18) 


&=  — 


Ä-i  W-.)2^ 


(Z;-02 

und  folglich,  weil  nach  der  zweiten  der  Relationen  21) 

JVi  — i =?  Z;  — o 

ist, 

^ ~ (Zi— 1 )2 

Mit  Hülfe  dieser  Relation  und  des  Obigen  erhält  man  nun 
nach  und  nach  die  folgenden  Gleichungen: 

* = JflL 
(Z0)25 


= — 


& 


(Z0)29J*2  _ m. 


(Z,)5 


(^.)2  ’ 


äo(Z,)29R  3 

(Z2)2.  (zj2  ’ 

^3  (Z2)2  $?4  _ gjt2  g»4 

(z3)2  (z3)2 

£4  (z3)2^  __  sw,  so*.,  ®?3 


(z4)2 


(z4)2 


u,  s.  w. 


Daher  ist  allgemein 


22  ) ^ ^ l)*“1  30?o  $ft4 . . ■ $)?  i 

(Zi- 1)  2 

oder  wegen  der  zweiten  der  Gleichungen  21): 

23)  ß __  ( i“  1 ^1  ^2  ^3  ^4  • • • ^ i 

(Ni)2 

Nach  17)  ist  also 

24)  F't ) = (— ■••9^ 

\Zi—  i) 


oder 
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AE,  , , 4xUI  w, afc.®33R4...gR, 

20)  0?—  Fi)(j)i—  Pi)  =(—l)'  -1.  — ! ^ (y  ♦ 

Die  Grossen  und  A7t  können  nach  den  aus  der  Theorie  der 
Keltenbrüche  bekannten  Kegeln  immer  leicht  berechnet  werden.  t 

Setzen  wir 

* 

■/  * ™ 

20)  %r--=  f ' 


IVO  SR,  , SK2 

+ %,  SK3 

"■  Sl 


9t 


, + 


SRi-a 


, vv.  » — i' 


+ 


9G-, 


und  zugleich 

27)  Z*,  — 0,  iV',  ==  1 ; 

so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Keltenbrüchen: 


und 


[/',  = o, 

1 /2  = , 

28)  | z\  = Z’,  . SR.,  + Z',  . SK,, , 

I Z\  = . SR.,  + Z'„  . SK3 , 

( = Z,4  . % + 2*3  . SK,, 

u.  s.  w. 

/ K = i, 

U2  = SR, , 

29)  iV'j  = iV2 . SR,  + N\  . 9K2 , 
j jv'4=  jv’3 . SR.,  +.jv'2.sm3, 
( Ws  = N\ . % + IV, . SK„ 

u.  s.  w. 


Aus  den  beiden  Gleichungen  21)  folgt  aber: 

‘ Zq  — 1 , 

u,  = % , 

30)  / Z,=  Z,.  SR,,  -f  Z„  . SK, , 
I Z:,  = Z , . SR.,  + Zt  . SK, , 

( z,  = z, . sr4  4-  z2.  sk4, 


u,  s.  w. 
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Vergleicht  man  dies  mit  29),  so  erhält  man  leicht  nach  und 
nach : 

Z0=N\,  Zl==iV'2,  Z2=N\,  Z:i  = , . ♦ . . ; 

also  allgemein 

=-  N'i. 

Verbindet  man  hiermit  die  zweite  der  Gleichungen  21),  so  ergiebt 
sich 

31)  Zi~l  = N>=  lS'iy 
und  nach  24)  und  25)  ist  also  auch 

gr } gn  g»  gj>  gr>. 

32)  ( p - F 0 (Pi  - F't ) = (- 1 ) * ~ L ^ ,24 : ---■ . 

Bezeichnen  wir  die  Anzahl  der  in  dem  Systeme  vorkommen- 
den Linsen  durch  l,  so  ist  offenbar 

3JL  9JL SDi3  3R4 . . . SJfc  = (—  1)  ' (il/,  4L, 4L, 4L4 . . . 4L)2, 
und  nach  dem  Vorhergehenden  ist  also 

i + i-i  ( 4L,  4L> 4/3  4/4 .. . 4L  i2 


33)  (L — Fi) (jPi — F'i)=  ( — 1)‘ 


zi_l 


oder 

34)  (p  — F>)(Pi  — F'i)  = (_l)i+'-‘ 
oder 

35)  (P  F,)  (p,  — F'i)  = (-l)i+'-‘ 

Setzen  wir  der  Kürze  wegen 

4L  4L,  4f3  4/4 .. . 4L 


3G)  Jh  = 


£i-t 

4L,  4L  4/  , 4L4 . . . 4L 

N„ 

4L,  4L>4L,4L4...  4L 


iV'i 


so  ist 


37)  (p  - FO  (Pi  - F'i)  = (—  1)  1 - : 1 (Ji  )2. 

Ist  nun  i + / — 1 eine  gerade  Zahl,  so  ist 
(P- Fd  (ih  — F\)  = (JO2, 

und  folglich , wovon  man  sich  durch  leichte  Rechnung  überzeugt : 
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38) 


1 


+ 


1 


1 


oder 


39) 


V 1 Pi b*i-\-Ji  Ji 

L | * =_ 

P — Fi  — Ji  Pi  —F'i  —Ji 


1 

Ji  ’ 


und 
d.  i 
und 

selzen : 

und 


wenn  wir 

40) 

P ~ 

-F  +Ji=Pi, 

Pi  — F't  +Ji=  P’i 

41) 

P~ 

-h\  — ji  = ni, 

Pi  — Fi — Ji  = n\ , 

42) 

P = 

#s 

•M 

+ 

s 

1 

1! 

Pt  = Fi  — ,/,  + P'i 

43) 

P = 

- Fi  + Ji  + Fli , 

Pi  — P'i  + Ji  + n i 

111 

44)  4 = -f 

i i Mi  Ji 


11  1 

4o)  n + Wi~~T' 

Ist  ferner  i +1 — 1 eine  ungerade  Zahl,  so  ist 

(P  — Fd  (Pi  - J^i ) = — (J,  y, 

und  folglich,  wovon  man  sich  ebenfalls  durch  leichte  Rechnung 
überzeugt: 

4G)  1 11 


und 


47) 


P — Fi+Ji  Pi—fi—Ji  Ji 

1 1 


1 

Ji  9 


P b i Ji  Pi  — b i J i 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden: 

111 

48)  pi'~~nri==j~ 
und 

49)  Jt L_ L 

qJ)  Hi  Fi  Ji  * 

§.  22. 

Nach  III.  2G)  und  III.  49)  haben  wir  in  den  in  §.  18.  einge- 
führten Bezeichnungen  die  folgenden  Gleichungen,  in  denen  immer 


1 27 


im  Falle  eines  Spiegels  das  obere,  im  Falle  einer  Linse  das  un- 
tere Zeichen  zu  nehmen  ist: 

<7  = r =y  — /i  __  4. 
ch  r,  ~ M} 

=1—  fi_  . m2 

<h  r2  M.2  "t:P2”-/V 

(/j r\ v 2—  , M:l 

(h  r3  ^ ^/WY 

u.  s.  W. 


9 ‘-i  ___  r l~  i P »- 1 /* 

qi  n Mi  ’JZ  Pi  — f'i  * 

Weil  nun  aber  nach  4)  bekanntlich 

<hr=-q i,  <h=q2,  q^q*,  •••  #-1  = ^-1; 

**i  = r , , r2  = r 2 , r,  = r a , ...  n - , = r i _ , 
ist,  so  folgt  aus  diesen  Gleichungen,  wenn  / wieder  die  Anzahl 
der  in  dem  Systeme  vorkommenden  Linsen  bezeichnet: 


und 


50)  £=£ 
n 

O— — Q(p\  — h)  ■■■  fr';-,—  f>) 

M,  M,  M:t  .V , . . . Mi 


51)  = I 

</i  n 


= (-!)'. 


Hl,  M.,  M3  Mn  ...  Mi 


fr.  ~fy)  fr,  - A ) fr,  ~A)  •••  fr<  r 

woraus  ferner  auch  durch  Multiplication 

5®  (0-  G)‘ 


/_1V  fr — /; ) fr’,  - a (A —/:,).•■  ( A - , - fj) 
(p,-A)(p2-A)(p.-AA.  fri-A) 


folgt. 


Nach  G)  ist  nun 


P.-A 


9J1, 


P — A 
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Ferner  ist  nach  9) 


W, 


Pa  — /*'*——  ÖT  9» 


d.  i. 


Pa—/*,  = 


fl,  __ 

P-/.’ 


m2 


p — /; 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden 


9}?,  9Jt, 


Auf  ähnliche  Art  ist  nach  9) 

p.i— A — — 


% 

91,  . 9JL 


v-!\  ’ 


und  lolgiich,  wie  man  leicht  findet: 


P,~f,  - 


dJl, 


SDl,  dl,— (d)i,+  dl,dl,)(P  — /,)’ 

sw. — 9*.  CP — Ä>  J 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

(P,  —ft  ) (P2  — A)  (Pa  — /'») 

SDl,  9J1,  dJl., 


dJl,  dl,  - (9)1,  + dl,  dl,)  (/'-/,)• 


Ebenso  ist  nacli  9) 


. SOI* 

?4— A = — 


«,  , 9R, 

’r  di,  soi.. 

T 


dT  % 


P-f,  ’ 


und  folglich',  wie  man  leicht  findet:' 

P4  - A 
SOI* 


SOI,  SOI  s + SOI,  dl.,  dl  . - (SOI.,  dl,  + SOI.,  dl,  4-  dl,  di., dl,)  (p 

soi,  di,  — (soi, + di,  di,)  (p 
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also  nach  dem  Vorhergehenden: 

(Py  ~ /', ) (P-2  “ f-2)  (P3  - f',)  (P*  ~ f\) 

__  9R,  9Ra  2R, 

so?,  smt  4-  % % % — &i>  % + w,  s^,  + s-K,  % %)  (p — /; ) * 

Man  könnte  auf  diese  Art  leicht  noch  weiter  gehen.  Es  er- 
giebt  sich  aber  schon  auf  unzweideutige  Weise  das  Gesetz,  dass 
sich  das  Product 

Ol  — ft ) (ft>  — f-2)  (P:t  — f:  1)  • • • (fi—f t) 

immer  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

^ w,  n,  ^ ...  dJh 

1 )l'  Gi  — Hi(p  — /i)  ' 

wo  Gi  und  IG  bloss  von 

5R,,  9R2,  SR3,  ®l4,  ...  SRi-i; 

91,,  9l2,  9t3l  k4,  ... 

abhängende  Grössen  bezeichnen,  darstellen  lässt,  und  es  wird 
jetzt  zunächst  darauf  ankommen,  die  allgemeine  Gültigkeit  dieses 
Gesetzes  zu  beweisen. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  untersuchen,  ob  dieses  Gesetz  un- 
ter der  Voraussetzung,  dass  es  bis  i — 1 gültig  sei,  auch  immer 
bis  i gelten  müsse.  Der  Annahme  zufolge  ist  also 

Ol  ~ ff)  (Pi  — ff  (Pi  — ff)  ■ ■ • (ft -2  ~ fi  - 2 ) 

9R,  m.  ÜR, . . . 5D?,_2 


= (-iy-2. 


Gi-2  — ^_2(p-/i) 


und 


(ft—  f\)(Pi~ A)fc- A)  •••  (ft-i  — ft  -1) 

= r_1V-i  9J?,  93?,  SO?,  . . . 9%  _ , 
j ' e,_,— jEfntp-A)  ’ 

folglich,  wie  sich  hieraus  durch  Division  ergiebt: 

— 2 Hi — 2 /! ) 

- - ÜR(-i -Gj_ 

Nun  ist  aber  nach  6) 

und  nach  4)  und  7) 

p'i_i  = /u-i  — Ei- 1 = 1 — %_i  — — i + /i , 


Gruuert  optische  Untersuch.  I« 


9 


i:*o 


also 


folglich 


p'i-i  — fi  = — (s^*-i  — pi-i  4~  / —1), 
Pi  — r i = — 


^ii-X  /?i-l  4“  / » — 1 

Führt  man  nun  in  diesen  Ausdruck  von  — / 4 den  vorherge- 
henden Ausdruck  von  — /'j-i  ein,  so  erhält  man  nach  eini- 
gen leichten  Keductionen 

Pi  ~ fi 

Gi—i  — lfi—i  ( p — /i ) 


= — 9Ri. 
oder,  wenn 


4-  Gi-i  %-i  - (y/i-2  SDG-i  4-  //;-i  Wx-i)  0>-  /j) ? 


53) 


Gi  — 6*— 2 i 4~  üi-i 

Ul  = //,-'•  9J?i_,  + 


gcselzt  wird: 


Pi—  f -,  = - ®.. 


r»,_i  lli— i (/>  / 1 ) 


Gi  — lli  (p — /,)  • 

Also  ist  nach  dem  Obigen 

a4)  (Pi—  f'  i)  (Pz—fz)  (p*—/'s')  • ••  (pi—fi) 

, 9R,  9R*  9R,  9R4  ...  ÜJi4 

1 ’■  /;)  * 

und  die  Allgemeinheit  des  bemerkten  Gesetzes  ist  folglich  hier- 
durch offenbar  bewiesen.  Zugleich  haben  wir  die  in  den  Glei- 
chungen 53)  ausgesprochenen  Gesetze  der  Abhängigkeit  der 
Grössen 

Gi , G.2 , , G±,  ...  Gi 

und 

//,,  H,,  //;t,  H4,  ...  Hi 

von  einander  entdeckt. 

Aus  den  Gleichungen  51)  und  54)  ergiebt  sich  nun  aber  so- 
gleich 

q r 

yx  Ti 

__  / 47,  i)/4  . . . 4/i  r p \ i 

v j lii[p 

und  folglich,  weil  offenbar 


ist: 
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9»,  ft  ft  ft . . . ft = (—  ly . (ft  m,  bi,  ft ...  ft  )s 


55)  !L  _ II  = ( \ )!  ft  Hi  (p  /,  ) 

J 1 i n v ’’  Bl,  ft  Bl,  ft4 . . . ft  ' 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist 

ft  = 0, 
ft  = 9», , 

ft,  = G,ft  + G,%, 

ft  ~~  ft  9J?3  "f~  G-,  0?;,  , 
ft  = ft]  ft,  + ft  'Jt4  , 


ft  = 1, 
ft  = 9? ,, 

ft  = ft  ft  + ft  9?, , 

ft  = ft  50?,  4-  ft9?.,', 

ft  = ft  ft  + ft  ft, 
u.  s.  w. 

Vergleicht  man  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  28) 
und  29),  indem  man  dieselben  auf  folgende  Art  darstellt: 

ft  = 0, 

ft.  = ft , 

ft,  = ft,  ft  + ft2  ft , 
ft4  = ft  2 ft,  -|-  ft-,  9?;, , 
ft5  = ft  ft  + ft4ft, 
u.  s.  w. 
und 

ft,  =-  1 , 

fto  = ft  , 

ft,  = ft,  ?ft  + ft„ft, 
ft4  = ft2  ft,  4-  ft3  ft , 
ft*5  = ft,  ft  4-  ft*  ft , 


Hi  = ft; ; 
ft,— ft,  ip—r,) 

M1 M, ft, ft  ...Mi  ‘ 

9* 


u.  s.  w. 

so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle: 

Gt  = ft, , 

und  folglich  nach  55): 

56)  ! = - = (—  1)*. 
qi  U 


Da  nach  31 ) 
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N\  = Zi-i  = ATi 

ist,  so  kann  man  diese  Formel  auch  auf  folgende  Art  schreiben 


oder 


V7N  JL=  2LÄ/  i\i  ^ — 

J (ji  n V '*  MlM,M:iM4...Mi 


rcQ\  ff  r / -j  y A;  fp  /t ) 

' qi  ' fi  V ...  ifi  * 


Aus  den  Gleichungen  12)  und  2G)  ergiebt  sich  aber 


also 


a = fi— §f  > — /i  =p  — # + ff  >■ 


folglich 


= - A'i  (p-Fi), 

und  daher  nach  5G) : 

59)  _£  = A1'.  (p  — /■;) 

qi  U ’ ‘ iV,  üfo  J/;l  iW4  . . . ilfi  ’ 

oder  nacli  dem  Obigen 

go)  -£^=-  = (—  iy-‘.  ~ >ii ) 

q.  Ti  y ’ M,  M,  M:tMt . . . Mt  ’ 


oder  auch 


61)  i = — =( — l)*-1.  

' y*  Ti  ' Mx  M,  M,  M4  . . . Mi  • 


§.  23. 

Iu  §.  20.  sind  die  folgenden  Gleichungen  bewiesen  worden 
(p  — Fi_i)(pi_  t—  F'i-i)  ==  Äi.,, 

(Fi  " Fi_i)(2£i_ i — -{-/))  = 


und 


(p'i-1  ~ /0(pi  - /'i)  = 

tfi  — fi)  (Ei-t-F'i-r  4 - /])  = — 50?*. 
Hieraus  ergeben  sich  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 

(p  — F_i)  (pi-i  — i) 

= (F  - Fi-i)  (Fi_i  - F'i.i  + fi ) 
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und 

C/i-i  — f)(pi  — fi ) 

= — - fi ) 1 — F'i-i  + fi ), 

oder  die  Proportionen 

p— F^  : Ei-i  — Pt-i  + /i 

— Fi — Fi- 1 ; /;<_i  — Fj'_i 

und 

Vi  ~~~  f'i  : Ei— i — F'i-i  4*  (i 
= “ — fi  ) : P'i-i  ~ fi , 

aus  denen  sich  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  Proportio- 
nen die  folgenden  Proportionen  ergeben: 

p — Fi- 1 ; Ei— i — F i_i  4"  fi 

— P — Fi  : Ei- 1 — Fi-t  + /i 

und 

Fi  — fi : Fi-i  — F'i.!  4-  /i 
= Fi  ~ F'i : F.-i  4-  F'i-i  — F'i-i . 

Weil  nun  aber  nach  4) 

Ei- 1 Fi  — 1 = F i — 1 y Ei- 1 4“  F i-l  — Fi-1 

ist,  so  werden  die  beiden  vorhergehenden  Proportionen: 

F — Fi- 1 : Ei- 1 — F ,_i  4 ~ f—P  — Fi  : — (F  i— i — fi ) , 

Pi  ~ fi : Ei-v—F'i-x+f=Pi  — F'i : Fi- 1 — F'i-i  ; 
und  führen  durch  Division  zu  der  Proportion: 

F — Fi-i  t p — Fi  p'i-i  — f i 


Pi  — fi  ' ‘ Fi  ~F'i  ' Fi-i  — F'i-i  ? 

woraus  sich  die  Gleichung 

p — Fi  _ _ p — Fi-i  p'i-x—fi 
Pi  — F'i  ‘ Fi-i — F'i_i  ' ~ Pi— fi 

ergiebt. 

Daher  haben  wir  jetzt  die  folgenden  Gleichungen: 


F 

— Fi 

F- 

- Fi_i 

F i-i  - /; 

Fi 

— F'i 

Fi-i  • 

— F'i-i 

' Fi  — fi  ’ 

F — 

Fi_! 

F- 

-Fi-2 

F i— 2 /'i — I 

Fi-i- 

-F'i-! 

1 i 

C* 

i 

1 

i 

1 

*0 

'Pi-l—fi-f 

F — 

Fi-2 

F- 

“ Fj-3 

'ts 

•N 

1 

CO 

1 

1 

Fi — 2 

-F'i-2 

Fi- 3 

1 

1 

CO 

' Pi-2  — f i-l’ 

u.  s.  w. 
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V — Fa  __  P — Fi  p'i—fi 

V,  - F* 2 Pr  ~ ’ Pi  - A ’ 


P-Fy  p-fi 

Pi  — F\  P1—/V 

Multiplicirt  man  nun  auf  beiden  Seiten  der  Gleichheitszeichen, 
und  hebt  auf,  was  sich  aufheben  lässt,  so  erhält  man: 


P - Fi 
P,  - F> 


r 4 . <_i  (P  ~ /l  ) (P  I A?)  (/J  2 f:i)  • ■ • (P  i~l  /*«) 

1 J * (Pi— A) te* - A) - A) • • • (fr -A)‘ 

Also  ist  nach  52) 


oder 

(j) 

oder  auch 


©'=<-■> 


i-,-i  p—k 

■ Pi  -Ft  ’ 


6"  (,*)'-(£) 


Pi- Fi 


Fünftes  Kapitel. 

Von  zwei  eine  gemeinschaftliche  Axe 
habenden  Spie’gel-  und  Linsen-Syslemen 

im  Allgemeinen. 

§.  24. 

Zu  dem  im  vorhergehenden  Kapitel  betrachteten  Spiegel  - 
und  Linsen- Systeme  als  erstem  Systeme,  dessen  erstes  Element 
unmittelbar  von  den  einfallenden  Strahlen  getroffen  wird , wollen 
wir  nun  ein  zweites  System  auf  derselben  Axe  fügen,  und  wer- 
den für  dieses  System  allen  im  vorigen  Kapitel  eingeführten  Sym- 
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bolen,  welche  wir  auch  jetzt  für  das  erste  System  unverändert 
beibehalten,  oberhalb  einen  Accent  beifügen. 


Dies  vorausgesetzt,  ist  nun  zuvörderst  nach  IY.  34)  für  das 
erste  System : 


1)  CP-Fr)(ft— = ly-H-1. 

und  eben  so  für  das  zweite  Svstem: 

V 

2)  (p—Fi)(p;  — F'i)=  (— 1 y + '-\ 


M,  M,  M3  ..Mt) 2 

Ni  ! : 


M,  M,  M;t  ■ ■ Mt’ 


also  ist  für  das  erste  System: 


3)  Pi 


v,  , (_l)‘+»-<  \MxM,M.,..Mi  )2 

Fi  + -j=rpr  ) — ^ ! ’ 


Ni 


und  für  das  zweite  System: 


M:l . . Mj  Y2 

Nf  | 

Bezeichnen  wir  nun  die  von  dem  hintern  Scheitel  des  letzten 
Elements  des  ersten  Systems  an  gerechnete,  gehörig  als  positiv 
oder  negativ  betrachtete  Entfernung  des  vordem  Scheitels  des 
ersten  Elements  des  zweiten  Systems , welcher  bekanntlich  der 
von  den  als  einfallende  Strahlen  zu  betrachtenden  Strahlen  un- 
mittelbar getroffenen  Kugelfläche  entspricht,  von  dem  hintern  Schei- 
tel des  letzten  Elements  des  ersten  Systems  durch  G?,  so  ist  nach 
der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten 

<£  = Pi  — P, 

und  folglich  nach  3)  und  4) : 


5)  • - r.-tt 


/ / / 


i>;  — F'l  I N; 


oder 
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G)  <s_/r  + p.  = iWi 


Ai 


/ / / # # 


i 


pi  - r i 


TV' 


für 


Kür  F,  + /'/  = 0,  d.  i. 


<§  = F(—  F> 

ergiebt  sich  hieraus  die  Gleichung: 


7) 


oder 


P-F, 

fr  —fr  , 

1 t i 


( I — t | M i M .y  ..  Mj  . i\  • I 


/ / / 


TV,  7Vä  7», . . TV;  ^ 


8) 


p — F 

Pi  — fr; 


«=(— 1 


TV,  TV,  71/.,  . . TV.  \ 2 

Ni 

iil, 

Nt 


§.  25. 

Ferner  ist  nach  IV.  Glj  für  das  erste  System: 


9)  -2-  = — = C— 1)« 

7’i 


— I 


Ni  (p  — Fj ) 
M,  M,  M, . . Mi  ’ 


und  eben  so  für  das  zweite  System: 


10)  ± = 1. 
q’i  r\ 

Weil  nun  aber  offenbar 


•=(— 1)‘-‘. 


N;(p  — Fr) 


/ f f 


Mi  M,  M, . . M; 


<li 


• r 

q und  n = r 


ist,  so  ist 
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11)  f 

<11 


r 

/ 

yi  / 


= C-  l)i+i'. 


Es  ist  aber  ferner 


Ni 


Ni 


M{  M,  ..Mi  * ~ 


Q>  — Fi)(P  — Fi). 


M,  M, . . Mi 


Fi 


t f 


P-F 


— ■(P-Fi)(Pi—F'i), 


und  nach  6) 


iy Wsu-.m  ff^) 

Pi—  F;  I M M.  M,  ' A’t  i 


ff,  ff, . . ff; 


ff; 


|ff,  ff, . . ff ; 


■ (G  — Fi  + fröiP—Fi), 


so  wie  nach  2) 


(p  - *y ) (pi 


ff; 


also  ist,  wie  man  leicht  findet,  nach  dem  Vorhergehenden 

12)  -2.  = ü 

/ 

ri 


= (— l)'  + i 


i 


ff.  ff, . . Mi  N: 

“ * ^ 

ff, ff ..m;  Ni 


— (— l)i+i 


ff 


ff; 


ff,  ff,  . . Mi 


M | ff, . . Mi 


(d-Fi+FOip-Fi) 


oder 
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r 

V 

Mx  M,  . , Mi 
Ni 

M{  M , . . M: 


— (—  l)1 


4-  ‘ 


Ni 


M,  M, . . Mi 


Mx  M,  . . 


/ 


Für  (*  = F'  i — F;  ist 


oder 


14) 


<11 


r 

9 

ri 


/■ ^ \ / 4.  / — 1 4T,  • • d/j  TV/ 

' ' ' ' *aT 

4f,  JE,  . . 31;  iVi 


My  M,  . . Jfi 


15)  — = — = (— l)/  + i~1  • “ ; 


Ni 


<li  ri 


My  M, . . Mi 


N; 


Aus  7)  und  14)  folgt,  dass  unter  derselben  Voraussetzung 
wie  vorher 


§.  26.  ' 

Bezeichnet  X die  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  be- 
trachtete Entfernung  eines  gewissen  Punktes  in  der  gemeinschaft- 
lichen Axe  der  beiden  Systeme  von  dem  hinlern  Scheitel  des  letz- 
ten Elements  des  zweiten  Systems,  so  muss,  wenn  das  letzte 

Bild  fp:  q;  r:)  in  der  gemeinschaftlichen  Axe  der  beiden  Systeme 
eine  bestimmte  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete 
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Entfernung  A von  dem  durch  die  Grösse  £)  bestimmten  Punkte 
in  der  gemeinschaftlichen  Axe  der  beiden  Systeme  haben  soll, 
nach  der  Lehre  yon  der  Verwandlung  der  Goordinaten 


und  folglich  nach  6) 


d — F't  + Fi 


pf=  £>  + a; 

(— ly+'-i  [Mt  M2M,.  .Mi  I2 
P-Fi  \ ~ Ni  1 


also 


( i)i  +/  - 1 | Mx  M-2  M3 . . M[ 

St  + A — F'.’  ( Ni 


17)  r? r' p.  | ( 1)  * + 1 1 31. 2 3I3  ..Mi  j ' 

; ^ + ~V~FT  l Ni  i 


) 


& + J—F;  I N, 

■ L \ i 

sein. 


Ist  der  absolute  Werth  von  p so  gross,  dass  man  das  Glied 

P~  Fi  I N i 

ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen  kann,  so  ist  näherungs- 
weise: 


18)  d^F't  — Fi  — 


( — p*-H-i 

3)+^— 


Mv  31  2 M.s . . Mi 


N/ 


Ist  der  absolute  Werth  von  A so  gross , dass  man  das  Glied 


(__iy+A-i 
& + A—F' 


ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen  kann,  so  ist  näherungs- 
weise: 


19)  (5  = F\  — F[  ~\~ 


(— + \3I.3L.M, 

P-  F ~ ( ~Ni 


Sind  die  absoluten  Werthe  von  p und  A so  gross,  dass  man 
die  beiden  Glieder 

V - Fi  \ Ni  \ 


und 

23  + 4 — P ■.  | Ni 

ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen  kann,  so  ist  näherungs- 
weise 

20)  <5  = Fi  — Ff. 

§ 

Nach  dem  Obigen  ist 


(<s  - r.  + Fi)(p-f'i) 

P-Fi 


£>+4—F'i  I N- 


Führt  man  diesen  Ausdruck  von 


(( l—F’i+ftW-Fi ) 

in  die  Gleichung  12)  ein,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten 
Verwandlungen : 


21) 

q ! V! 

oder 


22) 


(—  l)‘  + '-i. 


31 , ßl.2  ..31 ; jy.  p — Ft 


?(  ri 


M,  M,  . . 31/  ■ 


JV/ 


,)/,  ,17,  . . ,17, 


P — Ft 


D + J—F; 


23) 


q = P tangv,  qi  = Pi  langt 

/ » / 

r = p taug  w , r;  = p/  w 'j  ; 


Setzen  wir 
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oder 


24) 


/TV  f 

q = p iangv  , q i — (£)  + Ä)  tang  v{ ; 

9 / 

r = V tang  w,  r:  + 4)  tang  w[  ; 


so  ist 


tang  v tang  w q & J r £)  4-  ^ 

t 

Al  t 


V 


tang  v-  tang  w{  q[ 

und  folglich  nach  21)  und  22) 

tang  v tang  w 


P 


oder 


25) 


tang  vi  tang  w ; 


/ lv  + /-,  fVMi' 

v ' * M\  M2 . . Mi  * ^ * 


2G) 


Iangv  tang  w 

t > 

lang  v i tang 


i 


Fi 


V 


1 


F' 


-f*  ^ 


M \ M.y . . Ms 


( — iy+1-1  . r 


Nt 


1 — 


P 


M}  M2  . . Mi  pr  , 

1 — 


Ni 


3l)  4"  d 

Ist  der  absolute  Werth  Yon  p so  gross,  dass  sich  der  Bruch 

Fi_ 

V 

ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen  lässt,  so  ist  näherungs- 
weise 

tang  v lang  w 


27) 


Iangv  ■ tang  w; 


t t r 


/ j w-i-/'- 1 4-  4 

Mv  M.2  ..Mi  _y,  j — p'. 
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oder  auch 


9g)  tan9  v __  lang  w 
$ • 
lang  tätig  w / 


(—  l)l  + '-1  . 


Nt 


M-!  • • 4/i  £)  /v., 


iVt 


Ist  der  absolute  Werth  von  A so  gross,  dass  man  den  Bruch 

Fi 


ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen  kann,  so  ist  näherungs- 
weise 

tätig  v fang  w 


29) 


lang  v>  lang  W[ 


/ + MxM2..Mi  Nj_  Fi  \ 

* M{M2.. Mi  * jsj,  V ) 


oder 


30) 


tang  v fang  w 

i i 

tätig  v:  tätig  w / 


t 9 f 

M 


= (—  l)i+/~x . 


1^.4  f4 

v ) * 

N- 


M{  M, . . Mi 


Ni 


Sind  die  absoluten  Werthe  von  p und  A so  gross , dass  man 
die  Brüche 

F Fr 

——  und  =— L- 
V £)  + 4 

ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen  kann,  so  ist  näherungsweise 


# 
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31) 


tang  v lang  w 

t / 

tangvi  tangw[ 


oder 


32) 


tang  v tangio 

• / 
tang  v{  tang  w( 


Ml  M.2 . . Mt  'Ni 


M 


LM2..Mi 


* t 


M,  M,  . . M: 
N: 

(—  i)i+,-‘-  m,m„. 7m>  ' 

N, 


Kann  man  in  diesem  letzten  Falle  auch  die  Grössen 


P — j Ni  i 

und 

( j 

F'd  N;  j 

ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen,  so  ist  nach  20)  nähe- 
rungsweise 

<S  = F'i-F;, 

und  folglich  nach  14) 


MlM2  Mi 


i (1'! 

= ( — 1)  — 1 ._L4 

q 


(-1 


Also  ist  nach  31)  näherungsweise: 


tang  v tang  w 

/ / 
tang  v(  tang  W( 
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§.  27. 


Wenn  Strahlen,  welche  von  einem  leuchtenden  Gegenstände, 
etwa  von  dem  hellen  Himmel,  ausgehen,  nach  einem  durch  die 
Coordinaten  p-,  q,  r bestimmten  Punkte  in  der  dem  vordem 
Scheitel  des  ersten  Elements  des  ersten  Systems  entsprechenden 
Kugelfläche  convergiren,  so  wird  für  eine  bestimmte  Entfernung 
(T  des  vordem  Scheitels  des  ersten  Elements  des  zweiten  Sy- 
stems von  dem  hinlern  Scheitel  des  letzten  Elements  des  ersten 
Systems  auch  immer  ein  dem  letzten  Elemente  des  zweiten  Sy- 
stems entsprechendes  Bild  dieses  Punktes  (p  q r)  entstehen,  des- 
sen auf  gewöhnliche  Weise  genommene  Coordinaten  wir  durch 


p;,  q;,  r; , das  in  Rede  stehende  Bild  selbst  also  durch  (p;  q/r?) 
bezeichnen  wollen,  und  nach  6)  und  12)  haben  wir  zur  Bestim- 
mung dieser  Coordinaten  die  folgenden  Gleichungen: 


c — i) i + 1 ~ 1 

p - 


( N S 


und 


c-iy'+i-1 


p/ 


\MJLi%..  J\I> 


(-V 


fu./,t  .Mi 

Mx  M2  M3  . . M[  Ni 


- (-  V 


»4*  i 


Ni 


N; 


* jy,  m2  . . Mi 


Soll  nun  aber  zu  gleicher  Zeit 

d = (£'  und  £)  = p' 

sein,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Grössen  (5  und  T>  nach 
17)  und  34)  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


\ 
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6 = F'j  — F;  + 


36) 


© = F'i  — F;  + 


P—Fi  ( Ni  1 

( — 1)1  + /-*  £ 

+ A-f\)  n, 

1 I l 

( — 1)*  + '- 1 

P — Fi  \ Ni 

(—  1 )* + 1 jjf,  M,  d, . . M{ ) 


£) 


F / 


iV/ 


r 


Durch  Elimination  der  Grösse  aus  diesen  beiden  Gleichungen 
erhält  man  ohne  Schwierigkeit  zur  Bestimmung  der  Grösse  ® die 
folgende  Gleichung : 

37)  (S  -F'Od  + -~F‘) 


= (-w 


j Mx  M,  kÄ . . Mi 

Ni\~ 

| My  M.2  M:i . . Mi 

N>  \ 

1 


1 


oder 


P — Fi  p- — Fi 


38)  (2)  - F'i)  (1  + ) 


1 t t 


(_  1)  i- + / - / - /'  (P  — Fi)  — d d M3  ..M(  Ni 


v — P 


Ml  M2M3..  Mi  ' 


oder 


® — F'(\ 

39)  (®-FV)(l  + — 2T-V 


ir,  ir2if,..if/  \? 


IV/ 


^ ^ -i  / — i'—  /'  ^ (p  ^ ) (p  Fi  ) 


Ni 


Grunert  optische  Untersuch.  I. 


10 
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Hat  man  X>  mittelst  dieser  Gleichung  gefunden,  so  kann  man 
(*  mitleist  einer  der  beiden  Gleichungen  3ü),  und  das  Verhältnis 

* A = JL 

V *7 

mittelst  der  Gleichung  35),  in  welcher  G£  für  zu  setzen  ist,  be- 
stimmen. 

Näherungsweise  wird  man  immer  p = 0 setzen  können  *), 
und  hat  dann  zur  Bestimmung  von  T>  die  Gleichung: 


oder 


40)  (£>-F',)(  1 + 


T) 


= — ( — 1)  ‘ 4-  < - < — 


;V,  M,  M,  ■ ■ M; 

M, 


41)  (£-ih)(l  + 


B — Fl 


!) 


/ / / 


M,  M :)1, . . M; 


l r 

. > ' F \ l N.' 

■ — ( j i * + / — » — / y (\ ” 1 \ i ! 

• p ) I ßrt  M.,  M3 . . Mi 

Ni 


und  zur  Bestimmung 


von  (S  die  Gleichungen : 

-h!  + ' -p-FT-  j Ni i 


j .)/,  M,  M:, . . Mi 

£+  A — F'j 

\ N; 

( — !)*+'—* 

\ Mx  M2  . . Mi 

Fi 

1 N, 

(— 1)‘  + '-‘ 

\M,M,M,..M'. 

& — F'i 

\ N: 

*)  ^ur  den  vordem  Scheitel  des  ersten  Elements  des  ersten  Systems  ist 
genau  p = 0. 
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oder  auch,  wie  man  mit  Hülfe  von  40)  leicht  findet,  die  Glei- 
chung  : 

43)  @ = f\  — F • 


+ (~D 


» +/  — i 


Fl  £>  — F’r 

— + 

p A 

~Fi 


Fi  (1  - ) 

P / 

Zur  Bestimmung  von 

3_  __ 
% 


M,  M2  M,  . . Mt 

N 


t 

X: 


hat  man  nach  dem  Obigen  unter  der  Voraussetzung  p 
Gleichung  : 


44) 


<1  * n 


(_!  )/♦;'-!  M2  . . Mi%  N / 
iü,  M..  Mz  . . V;  ^ 


0 die 


+ (-l)i  + i . 


JVv 


FAQ-F'i  + F;.) 

r j * 


Führt  man  aber  in  diese  Gleichung  den  aus  der  zweiten  der  Glei- 
chungen 42)  sich  ergebenden  Werth  von 


Fi  ((5— F'i+FV) 


ein,  so  erhält  man: 


45) 


q; 


/ - / / 


= (— l)1*'.  V/:  J — ^ . — . 


Fi 


M M M M ' ' ' / * 

ist  der  absolute  Werth  von  p so  gross,  dass  man  den  Bruch 

10* 


liS 


Fi_ 

V 

ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen  oder  als  verschwindend 
betrachten  kann,  so  ist  nach  40): 


40)  (X)  • — F ;)(1  + 


= — (—  Fi 


X — F' ! 


0 


,)/,  M,  M-, . . M;  N, 


und  zur  Bestimmung  von  d liul  man  nach  42)  die  Gleichungen 

f I ) / + 1 — i \jlft  M,  M3 . , M; 

T>+j—F;  ( 


(5  = F’i  — Fi 


47)  / S = F't—Fi  - 


Fi  ( Ni 

( I j / + / — i \MX  M2  M:i . . 31 1 


X — F*i 


N> 


oder  nach  43)  auch  die  Gleichung: 


48)  d — F i — F{  + ( — 1) 


t + /_i  Q-Pi  \Mx3Ul,..Mi  )* 


*Fi 


Ni 


Die  Gleichung  40)  kann  man  auch  auf  den  folgenden  Ausdruck 
bringen: 

/ T)  — F'  & — F't 

49^ 

1» 

M,  M.2  -Vi  • • M’i  Ai) 

ßlt  Al. ,31,.. Mi  ‘ ( ' 
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Ist  der  absolute  Werth  von  A sehr  gross,  so  kann  man  nä- 
herungsweise 

52)  £>  = 


/ / 

/ 47,  47, . 

• 1 * 

V P ) 

V 47,472  7 

tvj) 

setzen ; und  kann  man  auch  den  Bruch 

F\ 

P 

als  verschwindend  betrachten,  so  ist  näherungsweise: 

53)  2)  = 


9 9 9 9 


F'  i—V± 


, . M,  M2 . . Ms  N.  2 , 

■-)  (■ 


Sind  die  absoluten  Werlhe  von  p und  A sehr  gross,  so  ist 
nach  42)  oder  43)  näherungsweise 

<Z  = F\-  Fi , 
also  nach  44)  näherungsweise 

54)  _S_  __  JL  «=  (—  1 ) ^ ^ - 

' ' , , , r * Ni  9 


q;  r / m,  m2  m 3 . . J/; 

und  folglich,  weil  in  diesem  Falle  nach  31) 


9 9 9 


tang  v tangw  + 1 •• 

, ~ * 47,  4/,  47, . . J/I 

tangv-  tangw- 


, 4/,  47.  M.a  . . 47/  Ni_ 

Nt 


ist: 


55) 


lang  v tang  w 

9 9 

tang  vi  tang  w[ 


(— i . üi  =(— 1) 

<1 


* • 


r.' 
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§.  28. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  der  -im  Vorhergehenden 
durch  {pqr)  bezeichnete  Punkt  in  der  gemeinschaftlichen  Axe  der 
beiden  Systeme  liege.  Dann  liegen  auch  alle  Bilder  des  Punktes 
( pqr ) in  der  gemeinschaftlichen  Axe  der  beiden  Systeme,  und  es 
ist  also  in  Folge  der  im  Obigen  gebrauchten  Bezeichnung: 


und 


q = qL  ==  q2  = q:i  ==  . . . = qi  = 0, 
r = rx  — r2  = r3  = . . ♦ = r*  = 0 

?'i  = /a  = 03  = ?'  4 = ...  ==  = 0, 

r r \ t ' f\ 

rl  = r2  = r3  = r 4 = ...==*  r/  = 0. 


Nun  wollen  wir  uns  einen  durch  den  Punkt  (p^r)  in  der  gemein- 
schaftlichen Axe  der  beiden  Systeme  gehenden  Strahl  denken, 
welcher  so  nahe  bei  der  gemeinschaftlichen  Axe  der  beiden  Sy- 
steme auf  das  erste  Element  des  ersten  Systems  fällt,  dass  die 
nach  und  nach  bei  den  einzelnen  Elementen  der  beiden  Systeme 
abgelenkten  Strahlen  ohne  merklichen  Fehler  als  nach  und  nach 
durch  die  Punkte 


(Pl  qi  rt ) , (p-2  q-2  r-2) , (Pa  q*r 3 ) , • . . ( Pi  qi  Ti ) 

und 

(p\  q\r\),  h\q\r'2),  (Paq'ar'a),  ...  ( p'iqir'l ) 


in  der  gemeinschaftlichen  Axe  der  beiden  Systeme  gehend  be- 
trachtet werden  können,  wobei  bekanntlich  der  einfallende  und 
alle  abgelenkten  Strahlen  auch  in  einer  und  derselben  durch  die 
gemeinschaftliche  Axe  der  beiden  Systeme  gehenden  Ebene  lie- 
gen, in  welcher  wir  nun,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt  wird, 
die  ganze  Construction,  von  der  gleich  weiter  die  Rede  sein  wird, 
uns  ausgeführt  denken  wollen. 

Durch  den  vordem  Scheitel  des  lsten  Elements  des  ersten 
Systems  errichten  wir  auf  die  gemeinschaftliche  Axe  der  beiden 
Systeme  ein  Perpendikel,  und  nennen  dessen  Durchschnittspunkt 
mit  dem  auf  das  lste  Element  des  ersten  Systems  fallenden 
Strahle  F,.  Durch  den  Punkt  F,  lind  den  Punkt  G ziehen 
wir  eine  gerade  Linie,  und  bezeichnen  deren  Durchschnittspunkt 
mit  dem  durch  den  vordem  Scheitel  des  2ten  Elements  des  er- 
sten Systems  auf  die  gemeinschaftliche  Axe  der  beiden  Systeme 
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errichteten  Perpendikel  durch  ) Eben  so  ziehen  wir  durch  den  Punkt 
} , und  den  Punkt  (p,  q2  r2)  eine  gerade  Linie,  und  nennen  deren  Durch- 
schnittspunkt  mit  dem  durch  den  vordem  Scheitel  des  3ten  Elements 
des  ersten  Systems  auf  die  gemeinschaftliche  Axe  der  beiden  Systeme 
errichteten  Perpendikel  ) ..  Auf  diese  Art  weiter  gehend  ziehen  wir 
endlich  durch  den  Punkt  und  den  Punkt  (pi-i  qL _ 1 fi_ i) 

eine  gerade  Linie,  und  nennen  deren  Durchschnittspunkt  mit  dem 
durch  den  vordem  Scheitel  des  iten  Elements  des  ersten  Systems 
auf  die  gemeinschaftliche  Axe  der  beiden  Systeme  errichteten 
Perpendikel  )t.  Hierauf  ziehen  wir  durch  den  Punkt  17  und  den 
Punkt  (j),  qL  r.)  eine  gerade  Linie,  und  nennen  deren  Durchschnitts- 
punkt mit  dem  durch  den  vordem  Scheitel  des  lsten  Elements 
des  zweiten  Systems  auf  die  gemeinschaftliche  Axe  der  beiden 

/ t 

Systeme  errichteten  Perpendikel  ),.  Durch  den  Punkt  l\  und 
den  Punkt  (//,  q\  r,))  ziehen  wir  eine  gerade  Linie,  und  nennen 
deren  Durchschniltspunkt  mit  dem  durch  den  vordem  Scheitel 
des  2ten  Elements  des  zweiten  Systems  auf  die  gemeinschaftliche 

Axe  der  beiden  Systeme  errichteten  Perpendikel  12.  Eben  so 

i 

ziehen  wir  durch  den  Punkt  12  und  den  Punkt  (p\  q .2  r 2)  eine 
gerade  Linie,  und  nennen  deren  Durchschnittspunkt  mit  dem  durch 
den  vordem  Scheitel  des  3len  Elements  des  zweiten  Systems  auf 
die  gemeinschaftliche  Axe  der  beiden  Systeme  errichteten  Per- 

pendikel  1 Auf  diese  Art  weiter  gehend  ziehen  wir  endlich 

durch  den  Punkt  ))  und  den  Punkt  (//;_ i q[- 1 r'l-i)  eine  ge- 
rade Linie,  und  nennen  deren  Durchschnittspunkt  mit  dem  durch 

den  vordem  Scheitel  des  /ten  Elements  des  zweiten  Systems  auf 

die  gemeinschaftliche  Axe  der  beiden  Systeme  errichteten  Per- 

/ 

pendikel  17. 

Die,  jenachdem  sie  auf  der  einen  oder  auf  der  andern  Seite 
der  gemeinschaftlichen  Axe  der  beiden  Systeme  liegen,  gehörig 
als  positiv  und  als  negativ  betrachteten  Entfernungen  der  Punkte 

v v y y r 

und 

r, , r',  r3,  r4, ...  n 
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von  der  gemeinschaftlichen  Axe  der  beiden  Systeme  wollen  wir 
respective  durch 


und 


Öd  O3  j Qd 


Qi 


<?,,  Qi i Qs,  Qi)  • • • Qk; 


die  von  den  vordem  Scheiteln  der  Elemente  an  gerechneten,  ge- 
hörig als  positiv  und  negativ  betrachteten  Dicken  der  Elemente 
aber  nach  der  Reihe  durch 


Dd  D-2 ) Dj ) D4,  ...Di 


und 


Dd  D2,  D3 , D^,  ...  Di 


bezeichnen. 


Dies  vorausgesetzt  haben  wir  nun,  wie  leicht  mittelst  der 
ersten  Elemente  der  analytischen  Geometrie  erhellet,  die  folgen- 
den in  völliger  Allgemeinheit  gültigen  Proportionen: 

Pi  + Di  : Pl  — Ei  = QuQi, 

Po  +•  Do  : p2  — E-2  = Q > : Q3  , 

P3  + Di  : pi  — Ei  = 0;!  : <?4, 

u.  s.  w. 

Pi  — 1 “E  Di  — 1 • Pi  — 1 Ei  — 1 Qi  — l •'  Qi  ) 

pt  - f“  Di  : pi  — (5  = 0l  : 0| , 

Pl  + Dl  •*  Pi  — = 0l  : 02? 

p2  + Do  : p2  — Eo  = .*  03, 

u.  s.  w. 


p/_t  + Dl— l : p/-i  — EUi  = QU  1 : Qi 
Aus  diesen  Proportionen  folgt: 

Pi  Ei 


56)  0o  = 


Ol-, 


Pl  +Dx 

p2  Ey 

Pi  + D2 

(Pi—Ei)(p2 


Qi i 


e2) 


(Pl  + Dt)  (p2  -f  Do) 


0., 


03  = 
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3 

P.l  + #3 


(P i — E l ) — £?)  (P:i  — ^3)  ^ 

(i>i  + ^i)(/>2  + D.2)(p3  + #3)  n 
U.  S.  W. 


(?i 


Pi-i—  Ei- 

Pi  — l -J-  Di  — 


Qi- 


(Pi  — K 1 ) (p-j  - £■>)  (p3  - £,) ..  (pi- 1 - £i-i) 
(/>i  + ^i)(/>2+^i0  (^3+^3)  ••  (p»-i+^»-i) 


(?i. 


Pi— - g 

Pi+Di 


Qi 


Qv~  K\ ) (fir £>)  OV: 7^)  • • Ow  5ri 1 

(Pi~f  Öj)  ÖVf"^)  (Pa+^3)  • • (p*-1  + öi-‘ 


p*-g 

P*  + Di 


Pi  +^1 

(Pi  — £, ) (p2  - £■>)  (pi  - £Q . . (p>- 1 - £,-1)  pi  — g 
(Pi+A)  0?2+-^2)(/?a"i“-^3)*  * Q9*-*  Pi  “f 'Di 


$ , * 


$ t 


P 1 + Di 


/ / 


I * 


p +d2 


(Pi  —El)(pi  — E2)(p2—E:x)..(pi-l—Ei-i)  Pi  — g 

(Pi  +-ö| ) Cp^ + D.2)(pz  -+-  Z>3 ) . . (pi-i  +/)i_i)  pi  4-  Di 

X Q?|— £|Kp>  — 4)  ^ 

(pi+i>i)(p9+  d2) 


u.  s.  w. 
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Ql 


Pi-i—  £;-! 


<?/- 


(?>i  -£i)(Pj-£a)(p.i--El).-  (pi-i-£;-i)  Pj_—  (2 

(Pi  + Vt ) (p>  + A>)  (?3  + D.d  ■ ■ (pi-i  + Di- 1)  pi  -{-Ih 


9 9 9 f 


y Q?|  - E} ) (p,-  E,)  (p  -E,)  £/-l  ) 

/ / ^ I 


9 9 9 9 9 


(pi-{-Dl)(p.2-\-D.2)  (^3+/^)  ..  (pi'-l  +#i-l) 
Zur  Berechnung  der  Grössen 


und 


hat  man  nach  IV.  25)  die  folgenden  Gleichungen 

% 


Pli 

P-2 , P3, 

Pi>  Pi 

p'l> 

P2,  P3, 

Pi,  ■■■  P 

und 


(p  — F^ipx—  F\)  = 


w- 


> i 


(p-F2)(P„-F\)  = - ^0, 

(p-F3)(P3-F’3)=  *0^0, 
u.  s.  w. 

(p-Fi)(pi- F’i)  = (-ly-1.  -00 ; 


Cpi—  @-F1)(p1-r,)  = 


SD?, 

(iV,)2 


» . / 


O'i  — G — Fa)  (p.,  — F'2 ) 


(p,  _ G - F3)  (p3  - F'3 ) 


SD?,  SD?. 
(iVj2 


9»,  SD?.  SD?, 


u.  s.  w. 


I 


1 50 


# I i 


_ . w-  , , Jv.  , %Tt.,W3.Jt i-i 

(j>i  — (i-FUx)(pi-,—  F ;_.)=(-r-l)‘- 5.  — ! — - — . 


Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man: 


57)  /i,  = F \ + 


1 


9», 


1 ' p — b\  ' (iV,)2’ 


Pi 


*V 


1 


2 > 


/>3 


= ^3  + 


p—F-2 

i ^ a»2 


p - f,  (Nzy  > 
u.  s.  w. 


Pi  = 


, , (-i y-1 

P iH 77- 

P Pi 


Pi=F\  + 


1 


sro,  ür3ür3..  m 


P2  =■  ^'2  — 


Pi-(*-P\  (TV,)2 


9)?,  sm., 


/>  —&—F2  (N,)2 


P3=  *'3  + 


1 


Pi-a-F» 
u.  s.  w. 


(Ar3)2 


/ / _ / 


Pi-l  = ^ i- 1+ 


( 1 ) * 2 3^  9^  ^ . . m~  t 


pi  — @ — jPV 1 


W- 1) 


'»2 


Ist  der  absolute  Werth  von  so  gross,  dass  man  alle  die 
Factoren 


1 


1 


1 


1 


P — Fi*  P — F2’  p — F3  5 ‘ p— Fi 
enthaltenden  Glieder  als  verschwindend  betrachten  kann,  so  ist 
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58)  pt  =F’1J  p2  = F.2,  p3=F\,  ...  pi  = F'i ; 
v'  . 1 ^ 

Pi=*  i + 


i»2=  F 


*3  = ^3  + 


Fi- 

(V,)- 

1- 

5D>,  3l 

Fi—1 

^2  — e 

(4)2  ’ 

1 

SÄ,  9Jh>  ÜÄ; 

F't-F3  — <£ 

u.  s.  w. 

W 

/ / / 


Fi—Fi-t—a 


(Ni- 1)2 


Unter  der  gemachten  Voraussetzung  ist  also  nach  dem 
Obigen; 

OJJ  V i r ry  I -n  I TT  Wl/  I TT  V TT?'  | n \ VI 


(*'1  + ItJ  (n  + Dü  (F,  +<h) . . (F’ i_,  + it,_0 


oder 


C01„  fcHMlMhOzfe)  „ 


Kann  man  die  Brüche 

Dt  Z>2 


2h- 1 


/V  fv  Fy  ***  jP'w 

ohne  merklichen  Fehler  als  verschwindend  betrachten,  so  ist 


CD  «_  (l— (l-Ä)  <>" 


§.  29. 

Ferner  wollen  wir  jetzt  einen  Strahl  betrachten,  welcher, 
durch  den  Punkt  (p  q r)  gehend,  das  lste  Element  des  ersten 


158 


Systems  in  seinem  vordem  Scheitel  trifft,  und  nach  und  nach  au 
allen  Elementen  der  beiden  Systeme  Ablenkungen  erleidet,  wobei 
dieser  Strahl  wieder  unter  solchen  Bedingungen  auf  das  lsle 
Element  des  ersten  Systems  fallen  soll,  dass  sich  ohne  merkli- 
chen Fehler  annehmen  lässt,  dass  die  abgelenklen  Strahlen  nach 
und  nach  durch  die  sämmtlich  in  der  durch  den  Punkt  ( pqr ) und 
die  gemeinschaftliche  Axe  der  beiden  Systeme  gelegten  Ebene,  in 
welcher  wir,  was  hier  ein  für  alle  Mal  bemerkt  wird,  die  fol- 
genden Conslructionen  ausführen  werden,  liegenden  Bilder 

(Pi  fh  n ) > (p-2  <k  r2) , (j)3  y3  r3) , ...  (p>  qi  n ) 

und 


ip'i  r i ) , (p\  q2  r '2) , (p3  q\  r 3) , ...  (p  / q{  r [) 


gehen. 


Dies  vorausgesetzt  ziehen  wir  nun  durch  den  vordem  Schei- 
tel des  lsten  Elements  des  ersten  Systems  und  den  Punkt 
(p{q\ri)  eine  gerade  Linie,  und  bezeichnen  deren  Durchschnitts- 
punkt mit  dem  durch  den  vordem  Scheitel  des  2ten  Elements  des 
ersten  Systems  auf  die  gemeinschaftliche  Axe  der  beiden  Systeme 
errichteten  Perpendikel  durch  . Durch  den  Punkt  ?)2  und  den 
Punkt  (p.2 q.2 r2)  ziehen  wir  wieder  eine  gerade  Linie,  und  bezeich- 
nen deren  Durchschnittspunkt  mit  dem  durch  den  vordem  Scheitel 
des  3ten  Elements  des  ersten  Systems  auf  die  gemeinschaftliche 
Axe  der  beiden  Systeme  errichteten  Perpendikel  durch  ?);].  Auf 
diese  Art  weiter  gehend  ziehen  wrir  endlich  durch  den  Punkt 
?),_!  und  den  Punkt  qt_x  r;_,)  eine  gerade  Linie,  und  be- 
zeichnen deren  Durchschnittspunkt  mit  dem  durch  den  vordem 
Scheitel  des  iten  Elements  des  ersten  Systems  auf  die  gemein- 
schaftliche Axe  der  beiden  Systeme  errichteten  Perpendikel  durch 
$i.  Hierauf  ziehen  wir  durch  den  Punkt  ?h  und  den  Punkt  (pi  qifi) 
eine  gerade  Linie,  und  bezeichnen  deren  Durchschnittspunkt  mit 
dem  durch  den  vordem  Scheitel  des  lsten  Elements  des  zweiten 
Systems  auf  die  gemeinschaftliche  Axe  der  beiden  Systeme  er- 

i 

richteten  Perpendikel  durch  ?),.  Durch  den  Punkt?)/  und  den 
Punkt  (p\  q\  r])  ziehen  wir  eine  gerade  Linie,  und  bezeichnen 
deren  Durchschnittspunkt  mit  dem  durch  den  vordem  Scheitel  des 
2ten  Elements  des  zweiten  Systems  auf  die  gemeinschaftliche  Axe 

der  beiden  Systeme  errichteten  Perpendikel  durch  %.  Eben  so 
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ziehen  wir  durch  den  Punkt  $2  und  den  Punkt  (p\  q\2  r\>)  eine 
gerade  Linie,  und  bezeichnen  deren  Durchschnitlspunkt  mit  dem 
durch  den  vordem  Scheitel  des  3ten  Elements  des  zweiten  Sy- 
stems auf  die  gemeinschaftliche  Axe  der  beiden  Systeme  errich- 

/ 

teten  Perpendikel  durch  Endlich  ziehen  wir,  auf  diese  Art 
weiter  gehend,  durch  den  Punkt  und  den  Punkt  (p  <_i  q i-.1  //_ i ) 
eine  gerade  Linie,  und  bezeichnen  deren  Durchschnittspunkt  mit 
dem  durch  den  vordem  Scheitel  des  i'ten  Elements  des  zweiten 
Systems  auf  die  gemeinschaftliche  Axe  der  beiden  Systeme  er- 
richteten Perpendikel  durch 

Die,  jenachdem  sie  auf  der  einen  oder  auf  der  andern  Seile 
der  gemeinschaftlichen  Axe  der  beiden  Systeme  liegen,  gehörig 
als  positiv  oder  als  negativ  betrachteten  Entfernungen  der  Punkte 


und 


t 


von  der  gemeinschaftlichen  Axe  der  beiden  Sysleme  wollen  wir 
respective  durch 

y <^^*3  ) y ‘^^'5  ) • • • i 

und 


jÖ-j  , ^D-2  ) ^3  y O4 ) • • • 

bezeichnen. 

Die  auf  dieselbe  Weise  ebenfalls  gehörig  als  positiv  oder 
negativ  betrachteten  Entfernungen  der  Punkte 


( Ptqin) , (j>2 9-2^2),  (ps<h rJ>  •••  (piqtri) 


und 


C Piqiri);  (.p 2 q 2r 2) > (p.i^3r3))  •••  (piq(ri) 


von  der  gemeinschaftlichen  Axe  der  beiden  Systeme  sollen  re- 
spective durch 


^Jl  i ^2  ) ^3  > ^4?  * * * 

und 

^ 1 > ^ 2 > 9 3 j ^4?  •••  ^ * > 

und  die  gleichfalls  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrachteten, 
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von  den  vordem  Scheiteln  der  Elemente  an  gerechneten  Dicken 
derselben  ganz  auf  dieselbe  Weise  wie  im  vorhergehenden  Para- 
graphen bezeichnet  werden. 


Dies  vorausgesetzt  liefern  uns  nun  die  bekanntesten  (Jrund- 
formeln  der  analytischen  Geometrie  aus  der  Theorie  der  geraden 
Linie  in  der  Ebene  sehr  leicht  zur  successiven  Bestimmung  der 


Grossen 

JO», 

äj,  a*, 

£} . 

und 

/ 

£1 

) 

/ t 

/ # 

^ j • • • ^ *■  4 

die  folgenden  ganz  allgemein  gültigen  Gleichungen: 


J>i+£, 

D|  + 


&3 


&4' 


a.-  <’■ 
t+f  «*• 

u.  s.  w. 


O,), 


,=  ^i=L+-^=.' 

l)i- 1 + pi- 1 


(9‘— 1 — Ö-i—  l)  • 


Öi*- = 


Di  -f-  (5 

Di  + Pi 


(cp  — 0;)  , 


xp  4- 

Di  + Pi 


— £u  = 


D.j  4- 
D2+P2 


u.  s.  w. 


(q„  — £L>), 


(qr1 

D/-  1+ Pi-  1 


Bekanntlich  ist  nun  nach  IV.  25 )\ 


1G1 


(P  ~ K)  - F',)  = 

(P-^)(P,-P'z)  = 

u.  s.  w. 


5)?, 


(iv2)3  7 

5)?,  «0*,  9}?3 


(ffa)*. 


2 > 


und 


r 

oi-e-f’I)o>'I_/'1)  -- 


(iV,)ä 


• 9j>  W 

Cp«  - e - *,)  (P'2  - n)  = - , 

(4)2 

l ff  PW'  p'  ®?2 

(/>■-<£  — *3  ){p3  — F3)=  ; -> 


W)2 


u.  s.  w. 


/ / / 


0 n-d-Fi- . ) (/>'/- , - F'i- ,)  = 


und  nach  IV.  G1J  ist 


(Ni-  ,)* 


V __ 

<lt 

1 * 

II 

"Ä0, 

<L  = 

TT-^T  (/>-' 

q:1  ‘"i  "w  "m 

u.  s.  w. 


■£  = (-1)-*. 


M{  M.,  Ms  . . Mi 


und 

Grunert  optische  Untersuch.  I. 


( P-Fi ) 
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3l 

q\ 


at. 


(p.— e— /v). 


q'2 


JA 


ATt  JA 


(/n  — (5  — F2), 


3i 

q'a 


^3 


J/,  JA  J/3 


U.  S.  W. 


-3i—  = ( — 1)*'- 3 . ^=1 

q;  . ' t t » , 

i—  i 


J/2  JA  J/3 . . J/;_  , 

Aus  allen  diesen  Gleichungen  erhält  man  nun  ohne  Schwie 
rigkeit  die  folgenden  Gleichungen: 


02;  a> 


1\  + Ex 


JA 


D+F'  + _L-  -®L  - ff.  *P-V 

1 + 1 — #i  ‘ (iV,)2 


/£■)■£>  ( .W|  -V>  7 1 1 

, 1 ®(,$0U  -1 

+ / Jüyl  N* 

D,  + £3 


3 n , - , 1 3J!,M 

z'+3+F^"W 

u.  s.  w. 


IW,  7 « | 

*®,l  iV3  P-/-3  “»i* 


Sl  i-Sa-i-- 


Di—i  "f“  A;_i 


Di-i-j-F'  i_i4 


Air2 


Ni-l  p-l  i-\  ) 


p-Fi-i 


Di  +£',  + 


*><=£',+ 


|r  (\ui  <1  j . 

(-ly-1  a»,  ..a»i  r_i;  ‘ ä 

p-t\  ' (Ni)2 

(— 1 ®,  W,  5K;,  . . 5J?, 


i»— ä ' (,v./- 

Mj  JA  JA  . . JA  n 


* 


1G3 


SV-  n, 


d,+K+ 


a,-a.,=- 


a4-a:,  = 


4,+n+ 


A 4-  JBi  1 

i'/,  fl; 

_L  1 SÄ,  i 

• 

•»» 

1 

( 3 

Pi-d  -i 

~ • 

7 (iV,)a 

i>.,  + e. 

l 

M,  ky 

1 

9J>,  SW,  | 

A?  Pi~ 

r ** 

1 

1 

a, 

(li)2 

» 

4, +4, 

1 

9»,  9R,SR, 

i k ' 

t -a.  . 


pi-<S-Fa 


Pi-a-F3  (N3y 

u.  s.  w. 


ß/  — &/_,  - 

Ehl±Brl j(_i)U,^L^b  — 5i — 

(-l)*'-1  a»t..a»,'_,|  Ni-r 


D/_,+^7_t+ 

Pi-e-Ä'-,  (iv>_,)2 

Setzen  wir 

63)  -■  = tang  cp , 

so  werden  die  vorhergehenden  Gleichungen: 

Dx  + £f  4ft  tang  cp 


64)  &2  = 


2)  J_  J7'  4.  * . ^ 1 :JL 

,+  ,+  p-F,  ■ (IV,)2  v 


r ? 


:a,-a.,=- 


7A>  -j- 


1 SR,  2»,  ( N,  ’ 4 F, 

i/OT*  ^ 2 J7  9 /TXT  \'l  * 


4^  4/.,  tang  cp  , ^ j 
K+aT 


I 


p — F2'  (N2)2 

- + £3 

^3+^»  + ^«  (%)* 

U.  £.  W. 


P 


M{M7Mx  tang  cp  ) 

7 ^3  [ > 


N* 


F 

1-^- 

P 


11 


9 
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Gi_,  = 


n , „ . (-1)«  %.M-,  r ' Ä-  . *k*  ’ 


a n ft+i_  |Mw  M _&  )■ 

D,+^,+'Fr,iivrj5'  p 


Pi  = Fi  + 


(-!)•-*  ®,  ®a®, ..  ®i 


p-Fi 


.1  • 


W)2 


/ a u-,  lang  cp 

qi  = (-l)  . ^ — 

P 


V,  + E, 


l.l/, 


q; 


i>i+y,+ 


i ®,  /iv,  pi-e-p; 


a,  . 


a,-a.==- 


Pi-G-p;  (a,)- 


I),  + E, 


ü-}  + P 2 


i 9ft,  ®,,|  2Vi  pi  — G— pj 


"h  ä. 


Pi— G— P'2  (iVo)2 


a*-a. 


//,  + 


/ / t 


JIJLM.  ( q. 


/ # ' 


3 > 5 


ä , i.  , i w,®,®,  iv3  Pi-G-p; 

fl3+P  3H 7* ; 

Pi  -G-P-3  (IV,)2 

u.  s.  w. 


Sl;  — Ö*_  = 

fl/-.  + £;_.  *■-*-, 


qi 


fl’i-.+P  ;-i+ 


(-iy-2  9»...®!.,, 


Ni- 1 p;  -G-P;_, 


Pi-G-P/.,  (A7-i)2 
Wenn  der  absolute  Werth  von  p so  gross  ist,  dass  man  alle 


165 


p im  Nenner  enthaltenden  Glieder  ohne  merklichen  Fehler  als 
verschwindend  betrachten  kann,  so  ist 

^ -f-  Ei 

65)  ivfir  • W,  lanrf’ 


ja, 


n,  + E,  M., 
D,  +F'.,  \ N.2 


— lang  cp  4*  £U  | , 
2 2 

&4-S,  = tang(p_  j , 


D;,  + F*(  N, 

u.  s.  w. 


rv4  i 


A-i  + Ei-i  ( ^ ^ ^ 

i-i  = f, — — (— 1)‘  2.  -4—77 — — tangcp-Ui- , 


JVi-i 


«i,  _ Di  4-  e j ^ ) 

(-1/  *.  ^ lang p -Ui  j ; 


qf  = (- 1)‘-‘ . 

1}  i 


tangcp; 


+£, 


vH, 


Cji 


E,  +E',  + 


i ®,  U,  F'i-E,-® 


a.  , 


F’i-F'-H  (NJ2 


a,-d,=- 


/E  + E\  |.tf,,W2 


z;  | ^ 1 st,  I 4 F'i-F.2-(£ 

F'i  - F,-  <S  (AE)2 


+a. 


£U-G, 


4 4"  E ] 


(4  m,m:, 


Dz+F'3+ 


1 


gÄ,  mm. 


2V,  F'i-F.>-Q£ 


-£l 

<^3  ? > 


F'i-F;]-(£  (IV,)2 

u.  s.  w. 


1 = 


22;- 1 + 


Dl- 1 +F'i'-1  + 


C-i);-\3»,  I 4-i  F'i-Fi-t-a 
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Unter  derselben  Voraussetzung  wie  vorher  ist  also  für  das 
erste  System  für  sieh : 

G6)  £1,  = (!'  ’t’iry-  . ^ tang  cp, 


J>i+Fi  Ni 


F-2 — E»  ^ D*  4-  E.2  Mi  M2 

• —^7—  tangy, 


l)  > + F 2 


l),  + b\ 


F\-E,^  , D,  -f  £, 


0*4-7 


4* 


03  + F,  ‘ 


ZV, 


Ä,  M2  3lt 

Ni 


tangy, 


rv  - f,4-g4  n _ U*± Hi  *lE*  M tan,,  „ 
0‘_I>*  + F'4~*  ß4  + F'4-  - 'a”^’ 

u.  s.  w. 


A* 


ß.  = fr  + (-1)'-’ • p-j lang  <p; 

i/i-i-t-r  i-i  Ui-i-vb  *_i  ZV* — 1 


oder  auch 


E{  . 71, 


+ 


M 


G7)  £L>  = 


1 + 


0 1_ 


TT 


1 — 


a, 


1 + 


D* 


r 


a>- 


£,  , J).} 

r 2 b .2 


1 4- 


F\1 


M,  M, 
N, 


lang  cp , 


1 — 


a, 


1 + D* 


Hl  Hl  4.  Hl 

F'*£l+H1  F' 3 Af,  Jlf, 


/ 


1 + d- 


A3 


Zan#  cp , 


&y 


P 

\ 

f\ 


1 4- 


F\ 


n- 


*±  + 2l 

F\  * F\ 


1 4- 


Dx 


M , />/  , M , 7lf4 
N+ 


tang  cp , 


►V 


u.  s.  w. 


IG  7 


Ei~  i 

TZi 


Ei — 1 - Di — 1 

T* 


^ , ( 4Ni_2  F't-i  1 F'i- 1 

G;_,+  (-l)‘  2.- — — tätig <p. 

1 + %=L  1 + m~l  Ni~l 


F'i-, 

Kann  man  die  Brüche 


7), 


Do  D, 


Da 


Di-i 


pr  y pt  y pr  y pt  y • • • pr 

1 2 3 4 1 ^ 

ohne  merklichen  Fehler  als  verschwindend  betrachten,  so  ist 

üb)  a = ^r  . to#9, 


^ E,\  ^ E2  717,717, 

^3  ^ !•  E ' ) E ' * iV  tang  9 ) 

^ ,(  7^  ^ ^ j 7£,  717,  Mo  M%  4 

04  V 1 Wj  ^ + FT  • iv3  9 ’ 


D-ä  (l  jrt  ■ 


El  M,  M,  M3  Ml 


Na 


tang  9 , 


11.  s.  w. 


a=(i  - a-i  + c- iy-2.  JM . 


Ei_! 


Ni-! 


tang  9 


Dabei  wirklichen  Anwendungen  aller  dieser  Formeln  9 immer 
der  Null  sehr  nahe  kommt,  so  kann  man  in  denselben  auch  nähe- 
rungsweise 9 für  tang  cp  setzen.  Uebrigens  würde  man  auch 
leicht  a auf  ganz  indepentente  Weise  ausdrücken  können,  was 
wir  jedoch,  als  nicht  der  geringsten  Schwierigkeit  unterliegend, 
und  weil  die  obigen  recurrirenden  Formeln  das  obwaltende  Gesetz 
auf  eine  sehr  deutliche  Weise  darstellen,  hier  der  Kürze  wegen 
unterlassen. 


§.  30. 

Im  Allgemeinen  bemerken  wir  am  Schluss  dieses  Kapitels  noch, 
dass  im  Vorhergehenden  ganz  absichtlich  alle  Formeln,  um  sie 
in  möglichst  entwickelter  Form  darzustellen  und  ihre  Bildungsge- 
setze möglichst  in  die  Augen  fallend  zu  machen,  unmittelbar  durch 
die  Moduli  der  einzelnen  Elemente  ausgedrückt  worden  sind.  Auf 
der  Stelle  ist  aber  aus  dem  Vorhergehenden  ersichtlich,  dass  die 

1 


1GS 


entwickelten  Formeln  eigentlich  nur  oder  wenigstens  vorzugsweise 
von  den  beiden  Grossen 


ü9)  j = 

Ni 


und 


t t 9 t 


TO)  J ; 


Ni 


abhängen,  durch  welche  man  auch  leicht  die  Formeln  ausdrücken 
und  unter  einer  nocli  mehr  vereinfachten  Form  darstellen  könnte, 
was  wir  aber  der  Kürze  wegen,  und  weil  die  Sache  nicht  die  ge- 
ringste Schwierigkeit  hat,  unterlassen  und  lediglich  dem  Leser 

selbst  anheim  stellen.  Was  aber  die  Grössen  ./*  und  J; , von  de- 
nen die  eine  dem  ersten,  die  andere  dem  zweiten  Systeme  ent- 
spricht, betrifft,  so  ist  nicht  unbemerkt  zu  lassen,  dass  dieselben 
nach  IV.  34)  respeclive  mit  den  Grössen  p,  pL,  Fi , F'»  und 

V } Pi»  &i»  *'i  auf  folgende  Art  : 


und 


TI)  (p  — F^ipi  — F'i)  = (-1  )«  + '-■(,/, )s 


72)  C p-FOipi-Fp ) = (-1  )*  + '-1(J;)a; 


und  nach  IV.  Gl)  respective  mit  den  Grössen  , q)  q, , r,  Fi 


und  p\  q\  q’i 


und 


F:  auf  folgende  Art: 


i.  = JL  = (— 1)‘- . Z=± 

qi  ri  Ji 


9 


Zusammenhängen.  Diese  auch  auf  das  folgende  Kapitel  Anwen- 
dung findenden  Bemerkungen  sind  späterer  Untersuchungen  wegen 
in  mehrfacher  Rücksicht  von  Wichtigkeit. 


1G9 


Sechstes  Kapitel. 

Allgemeine  Theorie  der  Fernrohre  und 

Mikroskope. 

§•  31. 

Jedes  Fernrohr  *)  und  Mikroskop  **)  besteht  aus  zwei 
eine  gemeinschaftliche  Axe  habenden,  auf  schickliche  Weise  mit 
einander  verbundenen  Spiegel-  und  Linsen- Systemen,  von  denen 
das  eine  das  Objectiv-System,  das  andere  das  Ocular- 
System  genannt  wird.  Das  Objectiv-System  ist  dasjenige  der 
beiden  Systeme,  welchem  jederzeit  eine  solche  Lage  gegeben  wird, 
dass  sein  erstes  Element  von  möglichst  vielen  von  einem  ent- 
weder mit  eigenem  oder  mit  von  einem  selbst  leuchtenden  Körper 
entlehntem  Lichte  leuchtenden  Objecte  ausgehenden  Lichtstrahlen 
so  vollkommen  als  möglich  getroffen  werden  kann,  oder  diese 
Lichtstrahlen  so  vollkommen  als  möglich  aufzunehmen  im  Stande 
ist.  Das  Ocular- System  dagegen  ist  dasjenige  der  beiden  Sy- 
steme, hinter  dessen  letztes  Element  in  einer  bestimmten  Entfer- 
nung von  demselben  das  Auge  des  Beobachters  gehalten  wird,  um 
die  von  dem  Objecte  ausgehenden  Lichtstrahlen,  nachdem  sie  an 
sämmtlichen  Elementen  der  beiden  Systeme  Zurückwerfungen  oder 
Brechungen  erlitten  haben,  aufzunehmen,  so  dass  nämlich  das  Auge 
unmittelbar  von  den  von  dem  letzten  Elemente  des  Ocular-Systems 
ausgehenden  Strahlen  getroffen  wird. 

Für  das  Objectiv-System  wollen  wir  im  Folgenden  ganz  die- 
selben Bezeichnungen  beibehalten,  welche  wir  im  vorhergehenden 
Kapitel  für  das  erste  System  gebraucht  haben,  und  eben  so  sollen 
im  Folgenden  für  das  Ocular-System  ganz  dieselben  Bezeichnun- 
gen beibehalten  werden,  welche  im  vorhergehenden  Kapitel  für 


*)  Ich  begreife  unter  diesem  Namen  auch  die  sogenannten  Spiegel 
Teleskope. 

**)  Die  sogenannten  einfachen  Mikroskope  sollte  man  lieber  bloss  Lou 
pen  nennen. 
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das  zweite  System  gebraucht  worden  sind,  wobei  sich  von  selbst 
versteht,  dass  wir  aucli  jetzt  unsern  Betrachtungen  ganz  dieselben 
Coordinaten-Systeme  wie  im  vorhergehenden  Kapitel  zum  Grunde 
legen. 

Das  Auge  des  Beobachters  nehmen  wir  immer  in  der  gemein- 
schaftlichen Axe  der  beiden  Systeme  an,  und  bezeichnen  durch  X 
seine  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfer- 
nung von  dem  hintern  Scheitel  des  letzten  Elements  des  Ocular- 
Systems. 

Aus  der  physikalischen  Theorie  des  Auges  und  des  Sehens 
müssen  wir  hier  als  bekannt  voraussetzen,  dass  jedes  Auge  die 
Gegenstände  nur  dann  mit  der  vollkommensten  Schärfe  und  Deut- 
lichkeit erblickt,  wenn  sich  dieselben  in  einer  bestimmten  Entfer- 
nung von  ihm  befinden,  welche  für  jedes  Auge  eine  bestimmte 
Grösse  hat  und  die  Weite  des  deutlichen  Sehens  genannt 
wird.  Die  in  Bezug  auf  den  durch  die  Entfernung  X von  dem 
hintern  Scheitel  des  letzten  Elements  des  Ocular- Systems  be- 
stimmten Ort  des  Auges  als  Anfang  genommene  und  natürlich  mit 
Rücksicht  auf  die  zum  Grunde  gelegten  Coordinatensysteme  ge- 
hörig als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Weite  des  deutli- 
chen Sehens  soll  im  Folgenden  durch  A bezeichnet  werden. 


Der  erste  Zweck  nun , mit  dem  und  durch  den  die  Errei- 
chung aller  übrigen  Zwecke  unmittelbar  zusammenhängt  und  we- 
sentlich bedingt  wird,  welchen  man  mit  einem  jeden  Fernrohre  und 
Mikroskope  zu  erreichen  beabsichtigt,  ist  der,  dass  sich  das  dem 
letzten  Elemente  des  Ocular -Systems  entsprechende  Bild  eines 
Objects , von  welchem  Strahlen  auf  das  erste  FRement  des  Ob- 
jecliv- Systems  fallen,  in  der  Weite  des  deutlichen  Sehens  von 
dem  Auge  des  Beobachters  und  in  einer  solchen  Lage  gegen  das- 
selbe befindet,  dass  die  von  dem  letzten  Elemente  des  Ocular- 
Systems  ausgehenden  und  das  Auge  des  Beobachters  treffenden 
Strahlen  als  von  dem,  dem  letzten  Elemente  des  Ocular-Systems 
entsprechenden  Bilde  des  Objects  ausgehend  betrachtet  werden 
können. 

Dieser  Zweck  eines  jeden  Fernrohrs  und  Mikroskops  erfor- 
dert offenbar,  dass,  wenn  die  Richtung  der  positiven  ersten  Coor- 
dinaten  der  Richtung  von  dem  vordem  Scheitel  des  ersten  Eie- 
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ments  des  Objectiv- Systems  an  nach  dem  hintern  Scheitel  des 
letzten  Elements  des  Ocular- Systems  hin  entspricht,  die  Grössen 
£)  und  A respective  positiv  und  negativ  sein  müssen;  entspricht 
dagegen  die  Richtung  der  positiven  ersten  Co  ordinalen  der  ent» 
gegengesetzlen  Richtung,  so  müssen  natürlich  auch  £>  und  A ent- 
gegengesetzte Vorzeichen  haben,  d.  h.  diese  beiden  Grössen  müs- 
sen respective  negativ  und  positiv  sein. 

Soll  nun  der  in  Rede  stehende  Zweck  ferner  vollständig  er- 
reicht werden,  so  muss,  wenn  d wie  gewöhnlich  die  gehörig  als 
positiv  oder  negativ  betrachtete  Entfernung  des  vordem  Scheitels 
des  ersten  Elements  des  Ocular -Systems  von  dem  hintern  Scheitel 
des  letzten  Elements  des  Objectiv - Systems  bezeichnet,  nach  V. 
17)  die  Bedingungsgleichung 


erfüllt  sein,  was  auf  doppelte  Weise  geschehen  kann* 

Entweder  nimmt  man  nämlich  von  den  beiden  Grössen  p und 
d neben  allen  übrigen  in  der  vorstehenden  Gleichung  vorkom- 
menden Grössen  auch  die  Grösse  p als  gegeben  oder  constant 
an,  und  bestimmt  die  Grösse  G?,  in  Bezug  auf  welche  die  obige 
Gleichung  vom  ersten  Grade  ist,  so,  dass  dieser  Gleichung  ge- 
nügt wird;  oder  man  nimmt  von  den  beiden  Grössen  p und  d 
neben  allen  übrigen  in  der  obigen  Gleichung  vorkommenden  Grös- 
sen auch  die  Grösse  d als  gegeben  oder  constant  an , und  be- 
stimmt die  Grösse  p , in  Bezug  auf  welche  diese  Gleichung  eben- 
falls vom  ersten  Grade  ist,  so,  dass  derselben  genügt  wird. 

Bei  dem  Gebrauche  des  Fernrohrs,  mit  welchem  man  immer 
sehr  weit  entfernte  Gegenstände  mit  möglichster  Deutlichkeit  zu 
erkennen  beabsichtigt,  hat  man  es  nicht  in  seiner  Gewalt,  die 
Grösse  p willkührlich  zu  verändern,  und  kann  daher  bloss  die 
erste  der  beiden  vorhergehenden  Verfahrungsarten  in  Anwendung 
bringen,  weshalb  bei  jedem  Fernrohre  die  Röhren,  in  denen  das 
Objectiv  - System  und  das  Ocular- System  eingeschlossen  sind, 
sich  in  einander  verschieben  lassen,  so  dass  dem  Ocular-Systemen 
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die  erforderliche  Entfernung  von  dem  Objecliv -Systeme  gegeben 
werden  kann. 

Bei  dem  Gebrauche  des  Mikroskops,  mittelst  welches  man 
immer  sehr  kleine  Gegenstände,  die  man  in  jede  beliebige  Entfer- 
nung von  dem  ersten  Elemente  des  Objectiv- Systems  bringen 
kann,  mit  möglichster  Deutlichkeit  zu  erblicken  beabsichtigt,  Hesse 
sicli  sowohl  die  erste,  als  auch  die  zweite  der  beiden  obigen  Ver- 
fahrungsarten  anwenden.  Vorzugsweise  wird  aber  gegenwärtig 
das  zweite  Verfahren  angewandt,  und  daher  die  Einrichtung  so 
getroffen,  dass  entweder  die  Röhre,  in  welcher  das  Objecliv-System 
und  das  Ocular- System  eingeschlossen  sind,  auf  eine  bequeme 
Weise  in  verschiedene  Erlfernungen  von  dem  das  Object  tragen- 
den Objectivtischgen,  oder  dass  umgekehrt  das  letztere  in  ver- 
schiedene Entfernungen  von  der  festen  das  Objectiv- System  und 
Ocular- System  enthaltenden  Röhre  gebracht  werden  kann. 

Der  vorhergehende  Unterschied  zwischen  dem  Fernrohre  und 
Mikroskope , welche  sonst  beide  im  Wesentlichen  ganz  ein  und 
denselben  gemeinschaftlichen  Zweck  haben,  schien  mir  zu  ver- 
dienen, besonders  hervorgehoben  zu  werden. 

In  dem  Falle  des  Fernrohrs  bietet  aber  der  Umstand,  dass 
bei  dem  Gebrauche  desselben  der  absolute  Werth  von  p immer 
sehr  gross  ist,  die  Vereinfachung  der  Bedingungsgleichung  1)  dar, 
dass  man  in  derselben  das  Glied 


ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen,  und  daher  nach  1)  nähe- 
rungsweise 


2 


setzen  kann.  Wäre  in  diesem  Falle  für  ein  sehr  weitsichtiges 
Auge  nun  auch  noch  der  absolute  Werth  von  A so  gross,  dass 
man  ohne  merklichen  Fehler  auch  noch  das  Glied 
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zu  vernachlässigen  sich  berechtigt  halten  dürfte,  so  würde  man 
nach  2)  die  sehr  einfache,  natürlich  auch  nur  näherungsweise 
richtige  Gleichung 

3)  (S  i — Fi 
zur  Bestimmung  von  (?  erhalten. 

Bei  dem  Mikroskope  hat  man,  wenn  für  ein  sehr  weitsichti- 
ges Auge  der  absolute  Werth  von  A so  gross  ist,  dass  man  das 
Glied 


SH -A—F't  ( N( 


ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen  kann,  zur  Bestimmung 
von  p nach  1)  die  näherungsweise  richtige  Gleichung 


4)  <£  = Fi— Fi  + 


V — Fi 


Ni 


Vor  dem  Gebrauche  des  Fernrohrs  und  Mikroskops  muss  man 
vor  allen  Dingen  immer  zuerst  die  Bedingungsgleichung  1)  erfül- 
len, und  dies  geschieht  in  der  Praxis  jederzeit  am  Einfachsten 
und  Genauesten  eben  dadurch,  dass  man  bei’m  Fernrohre  durch 
geeignete  Verschiebungen  der  das  Ocular- System  enthaltenden  Röhre 
die  Entfernung  des  Ocular- Systems  und  des  Objectiv- Systems 
von  einander  so  lange  nach  und  nach  verändert,  bis  man  das 
Object,  welches  man  durch  das  Fernrohr  betrachten  will,  mit  der 
grössten  Deutlichkeit  und  Schärfe  erblickt;  bei  dem  Mikroskope 
verändert  man  durch  die  angebrachten  desfallsigen  mechanischen 
Hülfsmittel  die  Entfernung  der  das  Objectiv-System  und  das  Ocu- 
lar-System  enthaltenden  Röhre  und  des  zu  betrachtenden  Objects 
von  einander  so  lange,  bis  das  letztere  dem  Auge  mit  der  gröss- 
ten Deutlichkeit  und  Schärfe  sich  darstellt.  Weil  alle  unsere  fol- 
genden Betrachtungen  über  das  Fernrohr  und  Mikroskop  voraus- 
setzen, dass  die  Gleichung  1)  so  genau  als  irgend  möglich  er- 
füllt sei,  so  sieht  man,  dass  die  an  diesen  Instrumenten  immer 
angebrachten  mechanischen  Hülfsmittel  zu  der  feinen  Verstellung 
des  Ocular- Systems  gegen  das  Objectiv-System  oder  dieser  bei- 
den Systeme  und  des  Objects  gegen  einander  keineswegs  etwa 
als  bloss  untergeordnete  Theile  der  genannten  Instrumente  be- 


trachtet  werden  dürfen,  sondern  dass  vielmehr  die  Künstler  sich 
jederzeit  sehr  angelegen  sein  lassen  sollten,  dieselben  mit  der 
grössten  Feinheit  und  Genauigkeit  auszuführen,  was  leider  nicht 
immer  so  vollkommen  geschieht,  wie  es  dem  Vorhergehenden  zu- 
folge die  Theorie  fordert.  Auch  muss  man,  wenn  einmal  durch 
die  Genauigkeit  der  Einstellung  ein  völlig  deutliches  und  scharfes 
Erscheinen  des  Objects  bewirkt  worden  ist,  bei  dem  ferneren  Ge- 
brauche des  Instruments  sich  angelegen  sein  lassen,  das  Auge 
immer  wieder  möglichst  genau  in  dieselbe  Lage  zu  bringen,  wo- 
von die  Nolhwendigkeit,  wenn  die  fernere  Theorie  richtig  sein 
soll , aus  dem  Obigen  ganz  von  selbst  hervorgeht. 

Im  Folgenden  werden  wir  immer  voraussetzen,  dass  durch 
eine  vorhergegangene  scharfe  Einstellung  die  Bedingungsglei- 
chung  1)  erfüllt  worden  sei,  was  allen  unseren  ferneren  Betrach- 
tungen zum  Grunde  liegt. 


§.  33. 

Unter  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  gemachten  Vor- 
aussetzungen ist  nun  nach  V.  21) 


;)/,  M,  Dl, . . DL 


Ni  ’ V — t\ 


Bezeichnet  man  die  gehörig  als  positiv  oder  negativ  betrach- 
tete Entfernung  des  hinlern  Scheitels  des  letzten  Elements  des 
Ocular-  Systems  von  dem  vordem  Scheitel  des  ersten  Elements 
des  Objectiv  - Systems  durch  £,  so  ist,  wie  leicht  aus  der  Lehre 
von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  folgt,  p — £)  — £ die  gehö- 
rig als  positiv  oder  negativ  betrachtete  Entfernung  des  Objects 
vom  Auge.  Dagegen  ist  bekanntlich  d die  gehörig  als  positiv 
oder  negativ  betrachtete  Entfernung  des  letzten  Bildes  vom  Auge. 

Selzen  wir  nun , indem  wir  die  Winkel  V,  U und  JU,  \i\  zwar 

positiv  und  negativ,  aber  ihren  absoluten  Wcrthen  nach  nicht 
grösser  als  90  nehmen,  was  offenbar  verstauet  ist: 


q = (p  — £)  — 2)  tan y V,  q i = d tang  VI ; 
i'  = (])  — £)  — £)  tangW , rU  = A tang  )Vi; 


C) 
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so  ist 


tangV'  tang  W( 


tang  V tang  W 
_ q'i  y — £>  — £ _ r'i  p~X) 


8 


q /} 

und  folglich  nach  5): 


8) 


tang  tang  W\ 

tang  V lang  W 


. I N:  p £..«  ../  + £■--.  /•', 


(-D 


oder 


N P — Pi  ' 4 


tangVi  iangW[ 
lang  V tang  W 


, , 8 

, M M M M.  w.  1—  

^ + / — l m\  m-2  in3  * • iVi  p 


(•+§=*) 


t t t 


Ni 


1-* 


P 


MlM2M3..M( 

\ 

Ist  es  verstattet,  näherungsweise 

/ / 

tang  V V,  tang  V{  — V- 


und 


tang  W—W,  tang  W{  — ' W\ 

zu  setzen,  so  ist  näherungsweise 

y ; w> 

10) 

V w 


C- 1) 


^4.  % 

i -f-l  — 1 ^ M-2  Mi  9 m ’ p ( A . &—P/ 


/ / / 


MLM,M3..Mi 


i,  Ni 


1 - 


P 

K 


H‘+=?0 


Bei  Fernrohren  wird  man  meistens  die  Brüche 
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T)  4-  g F 

und  — 

V P 

ohne  merklichen  Fehler  als  verschwindend  betrachten  können,  und 
erhält  dann  näherungsweise: 


11) 


tang  V:  tätig  VT: 

lang  V tang  W 


47,  M, M, . . M N;  / ® — \ 

1 r + >~'‘  M,  4, . . M:  Nt  ' A ' 


oder 


Vi  W: 

12)  r=w 


M,  M,  . . .1/,  IVi  / ^ i 

C 'jV+f  — 1 , , • > N:  \ 

1 l)  • M\  M,  M, . . M[  iV‘  V 


£>  -F'\ 


) 


c 1 V ■+•  l — 1 / / » * 7V.  \ -^7 

1 j ' MJ 
Kann  man  dann  für  ein  sehr  weitsichtiges  Auge  noch  den  Bruch 

T)-Fl 


ohne  merklichen  Fehler  als  verschwindend  betrachten,  so  ist 

/ * 
tang}'-  lang  W 


13) 


lang  V lang 


(—  1)'+'-'. 


M,  M2  M3 . . M,  Ni 

‘ N. 


t * t 


17,  ßl,  ß /3 . . Mi 


oder 


(— 


Vf  W( 

14)  — = — 

14 ; V W 


lv+/-, 

, r t 


47,  M.2  ßf3 . . ßl\ 


M. 

Xi 
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Im  Falle  des  Mikroskops  ist  für  ein  sehr  weitsichtiges  Auge 
nach  dem  Obigen  näherungsweise: 


oder 


15) 


tang  V; tang  W; 

lang  V tang  W 


^ j y -I-  / _ 1 M,  M.j  N$  . . Mj 


N 


m,  M;i . . m Ni 


Vf 

lö)  f 


Wi 


w 


V 


T) — L 


V — *'i 


__  ( ^ i+i’-i  Mi  M N[  p — X)  — L 

Mt  M,  i/3 . . Mi 


Ni 


P — Fi 


Wollen  wir  über  die  Grösse  von  Objecten  aus  der  blossen 
Beschaunung  derselben  mit  dem  Auge  ein  Urtheil  fällen,  so  sind 
eigentlich  die  beiden  folgenden  Fälle  zu  unterscheiden. 

Wenn  wir  uns  zwei  Objecte  denken,  von  deren  wirklichen 
Grössen  und  Entfernungen  von  dem  Auge  wir  gar  keine  bestimmte 
Vorstellung  haben,  und  wenn  wir  auch  alle  Mittel  entbehren, 
durch  welche  wir  uns  dieselbe  verschallen  könnten,  so  beurlhei- 
len  wir  die  verhältnissmässige  Grösse  derselben  bloss  nach  den 
Sehwinkeln,  unter  welchen  sie  uns  erscheinen. 

Wenn  aber  die  vorhergehende  Voraussetzung  nicht  Statt  fin- 
det, wenn  wir  vielmehr  von  den  wirklichen  Grössen  der  Objecte 
und  deren  Entfernungen  von  dem  Auge  gewisse  bestimmte  Vor- 
stellungen haben,  so  mischen  sich  diese  Vorstellungen  in  unser 
Urtheil  über  die  verhältnissmässige  Grösse  der  Objecte  unwillkür- 
lich ein , letzteres  wird  durch  die  ersleren  wesentlich  modificirt  und 
bedingt,  und  hängt  nun  nicht  mehr  bloss  von  der  Grösse  der 
Sehwinkel  ab,  unter  denen  uns  die  Objecte  erscheinen,  indem  ja 
ein  Jeder  aus  der  alltäglichsten  Erfahrung  weiss,  dass  z.  B.  eine 
Länge  von  vier  Zollen  in  einer  Entfernung  von  fünf  Fussen  vom 
Auge  demselben,  keineswegs  doppelt  so  gross  erscheint  als  in 
einer  Entfernung  von  zehn  Fussen,  obgleich  im  ersten  Falle  der 
Sehwinkel  allerdings  sehr  nahe  doppelt  so  gross  ist  als  im  letz- 
tem Falle.  Wollen  wir  daher  unter  der  obigen  Voraussetzung  die 
Grössen,  in  denen  die  Objecte  uns  erscheinen,  auf  eine  möglichst 
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sichere  Weise  mit  einander  vergleichen,  so  werden  wir  dieselben, 
wie  leicht  erhellen  wird,  den  Sehwinkeln  proportional  zu  setzen 
haben,  unter  denen  diese  Objecte  erscheinen  würden,  wenn  wir 
sie  uns  in  gleichen  Entfernungen  vom  Auge,  etwa  in  der  Weite 
des  deutlichen  Sehens  von  demselben  dächten.  Wenigstens  scheint 
sich  bei  diesem  Gegenstände,  welcher  mit  der  noch  sehr  in  Dun- 
kel gehüllten  Art  und  Weise,  wie  unser  Vorstellungsvermögen 
thätig  ist,  nahe  zusammenhangt,  ein  sicherer  Weg  als  der  vorher- 
gehende nicht  betreten  zu  lassen,  weshalb  wir  auch  bei  demsel- 
ben, da  er  überhaupt  nicht  rein  mathematischer  Natur  ist,  hier 
nicht  länger  verweilen.  Ganz  übergehen  durften  wir  diese  Betrach- 
tungen aber  nicht,  weil  in  denselben  die  Verschiedenheit  der  Me- 
thoden begründet  ist,  nach  denen  man  bei  Fernröhren  und  Mi- 
kroskopen die  sogenannte  Vergrösserung  dieser  Instrumente  zu 
berechnen  pflegt. 

FLs  ist  nämlich  auf  der  Stelle  klar,  dass  jederzeit  bei  Fern- 
rohren der  erste,  bei  Mikroskopen  dagegen  der  zweite  der  beiden 
vorher  betrachteten  Fälle  eintritf,  wenn  man  über  die  verhältniss- 
mässige  Grösse  der  mit  freiem  Auge  gesehenen  Objecte  und  ihrer 
durch  das  Instrument  betrachteten  Bilder  ein  Urtheil  fällen  will. 
Deshalb  nennt  man,  wovon  nun  wegen  der  sich  leicht  von  selbst 

t t 

ergebenden  Bedeutung  der  oben  durch  V,  l]  und  \V)  W:  bezeich- 

neten  Winkel  ebenfalls  sogleich  der  Grund  von  selbst  in  die  Au- 
gen fallen  wird,  den  absoluten  Werth  des  Bruchs 


t t 


V w 

die  Vergrösserung  des  Fernrohrs.  Denken  wir  uns  aber  bei  dem 
Mikroskop  dem  Obigen  zufolge  das  Object  in  die  Weile  des  deut- 
lichen Sehens  4\o\\  dem  Auge  gerückt,  wo  sich  sein  Bild  bekanntlich 
schon  befindet,  und  setzen,  indem  die  Winkel  und  zwar 
positiv  und  negativ,  aber  rücksichtlich  ihrer  absoluten  Werllie 
nicht  grösser  als  90°  genommen  werden, 

17)  q — A taug  r *=  4 (ang  2B; 
so  wird  der  absolute  Werth  des  Bruchs 
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die  Vergrösserung  des  Mikroskops  genannt.  Weil  nun  aber  nach 
G)  und  17) 


> ? 

lang  V;  lang  W:  q : r; 

tang$ß  tang  2B  q r 

oder  näherungsweise 


* 83  2B  q r 

ist,  so  ergiebt  sich  jetzt  der  folgende  für  die  gesammte  Theorie 
der  Fernröhre  und  Mikroskope  sehr  wichtige  Satz: 

DieVergrösserung  einesFernrohrs  wird  jederzeit 
durch  den  absoluten  Werth  des  Bruchs 

VW’ 

die  Vergrösserung  eines  Mikroskops  dagegen  jeder- 
zeit durch  den  absoluten  Werth  des  Bruchs 

f t 

Ü = H 

q r 

bestimmt. 

Die  Formeln  zur  Berechnung  der  Vergrösserung  sind  im  Obi- 
gen schon  yollständig  entwickelt  worden,  und  brauchen  daher 
hier  nicht  wiederholt  zu  werden.  Bemerken  müssen  wir  aber  noch, 
dass  sowohl  bei  Fernrohren  als  auch  bei  Mikroskopen  durch  das 
Vorzeichen  des  Bruchs 


r r 


unmittelbar  die  Lage  des  Objects  und  seines  Bildes  gegen  einan- 
der bestimmt  wird.  Ist  dieser  Bruch  nämlich  positiv,  so 
steht,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  das  Bild  in  Bezug  auf 
dasObject  aufrecht;  ist  dagegen  der  inRede  stehende 
Bruch  negativ,  so  steht  das  Bild  in  Bezug  auf  das  Ob- 
ject verkehrt. 

Man  hat  hierin  einen  neuen  Beweis,  wie  vollständig  unsere 

12* 


ISO 


obigen  Formeln  alle  in  der  Theorie  der  Fernröhre  und  Mikroskope 
verkommenden  Fragen  zu  beantworten  geeignet  sind. 

§•  34. 

Bei  allen  Fernröhren  und  Mikroskopen  ist  es  in  verschiede- 
nen Rücksichten  nülhig,  den  einzelnen  Elementen  derselben  eine 
schickliche  Grösse  zu  geben,  und  es  ist  von  vorzüglicher  Wichtig- 
keit, dieselbe  auf  dem  Wege  der  Rechnung  mit  hinreichender  Ge- 

i 

nauigkeit  bestimmen  zu  können,  wozu  wir  daher  jetzt  zunächst 
übergehen  wollen. 

Der  grösste  lineare  Durchmesser  eines  jeden  Elements,  wo- 
bei die  Voraussetzung  zum  Grunde  liegt,  dass,  wie  dies  bei  den 
Fernröhren  und  Mikroskopen  stets  der  Fall  ist,  die  äussersten 
Umfänge  aller  das  Objectiv- System  und  das  Ocular- System  bil- 
denden Elemente  Kreislinien  sind,  wird  die  Oeffnung  des  in 
Rede  stehenden  Elements  genannt. 

Bezeichnen  wir  nun  die  halbe  Oeffnung  desersten  Elements  des 
Objectiv -Systems  durch  , so  werden  durch  die  in  §.  28.  mit 

• ’ ft,  ft,  ft,  ft,  ...  ft 

und 

ft,  ft,  ft,  ft,  ...  ft 

bezeichneten  und  zu  berechnen  gelehrten  Grössen  offenbar  we- 
nigstens mit  grosser  Annäherung  die  halben  Oeffnungen  bestimmt, 
welche  den  einzelnen  Elementen  der  beiden  Systeme  gegeben  wer- 
den müssen,  wenn  dieselben  alle  von,  einem  Tunkte  in  der  ge- 
meinschaftlichen Axe  der  beiden  Systeme,  dessen  Entfernung  von 
dem  ersten  Elemente  des  Objectiv- Systems  p ist,  ausgehenden 
und  auf  das  erste  Element  des  Objectiv- Systems  fallenden  Strah- 
len, nachdem  diese  Strahlen  an  den  verschiedenen  Elementen 
Zurückwerfungen  oder  Brechungen  erlitten  haben,  vollständig  auf- 
zunehmen und  dem  Auge  zuzuführen  im  Stande  sein  sollen;  und 
da  nun  offenbar  unter  übrigens  gleichen  Umständen  die  Helligkeit, 
mit  der  sich  die  Bilder  dem  Auge  darstellen,  lediglich  durch  die 
Grösse  der  Oeffnung  des  ersten  Elements  des  Objectiv- Systems 
bedingt  wird,  so  sollen  im  Folgenden  die  obigen  Grössen  die  der 
Entfernung  p entsprechenden  Ocffnungshalbmesser 
der  Elemente  wegen  der  Helligkeit  genannt  werden. 

Wie  diese  Oeffnungshalbmesser  der  Elemente  wegen  der  Hel- 
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liclikeit  aus  der  Oeffnung  des  ersten  Elements  des  Objecliv-Systems 
berechnet  werden  können,  ist  schon  in  §.  28.  ausführlich  gezeigt 
worden,  und  bedarf  einer  vollständigen  Wiederholung  hier  nicht. 
Jedoch  scheinen  uns  die  folgenden  nachträglichen  Bemerkungen 
über  diesen  wichtigen  Gegenstand  nöthig  zu  sein. 

Es  wird  nämlich  nach  unserer  Meinung  bei  dieser  Berechnung 
das  Zweckmässigste  sein  und  zur  Vereinfachung  der  allgemeinen 
Formeln  beitragen,  wenn  man  das  Objectiv-System  und  das  Ocu- 
lar-  System  nicht  mehr  als  zwei  von  einander  getrennte  Systeme, 
sondern  vielmehr  nur  als  ein  einziges  aus  einer  bestimmten  An- 
zahl von  Elementen,  die  etwa  durch  i bezeichnet  werden  mag, 
bestehendes  System  betrachtet.  Dann  hat  man  nach  V.  5G)  über- 
haupt zur  Bestimmung  von  Qt  aus  Ql  die  folgende  einfache 
Formel: 


18)  Qi 


(pi  — ) (p.2  — E2)  O.J  — Er.) . . (pi-L  — Ei- 1) 


(Pi  + Di ) (p2~f~  E2)  (p, t + D ()  . . (pi- 1 + Di- 1) 
wo  die  Grössen 

P\  5 P'2)  Pi  •)  P^l  •••  P‘~ 1 

mittelst  der  folgenden  Formeln  bestimmt  werden  müssen: 


Oi, 


19) 


F\  + 

1 9X6 

Pi  — 

P 

■ (iV,)2’ 

fP 

1 9X,  9X, 

P2  

r 2 — 

P 

— f2  7 (N2y  7 

F',+ 

1 m,  9x3 



P 

-f3  ■ (N,r  ’ 

V'  

1 

Pi  — 

^4  

P 

-F*  ' W-  ’ 

u.  s.  w. 


, c-iy-2 

p>-'  — *‘-'  + p—  Fi ' (V-,)2 

Aus  der  Gleichung  IV.  64)  ergeben  sich  aber,  wenn  wir  die  An- 
zahl der  unter  dem  lsten  Elemente,  der  unter  den  2 ersten  Ele- 
menten, der  unter  den  3 ersten  Elementen,  u.  s.  w.  der  unter 
den  i— 1 ersten  Elementen  des  Systems  vorkommenden  Linsen 
respective  durch 


s 
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l\  i ^3  ) ^4  > • * * ^*—1 

bezeichnen,  auch  die  folgenden  Gleichungen: 


/.-h  p — F.j 


O"  -,-r, 

(Ö- &)■-<-**•  *=* 


t3 
u.  s.  w. 


+ (i  - 5) 


p - 

• j 


also 


20)  p,  =F't  + (—  i/1  . (^)J(p-Fl) 


F',  + (-l/‘  . (^)*  (p-F,), 


p2-r2  + (-l)'ä+‘-  (^)S(p-F,) 

= F..  + (-l),1+l  . (py  fp-F.), 

P:,  = n+(-l)',+2  • (^)2(p-F,) 

=n+(-i),4+*.  (J)2(p-^,), 

u.  s.  w. 

Pi-.  = F.-.+  (-  D^  + f-»  . (fc!)W_.) 

= Fi_1+(-l/i-,  + (i-”  . (^)2(p-Fi_1); 

wobei  wir  auf  den  im  vorhergehenden  Paragraphen  gefundenen 
Ausdruck  für  die  Vergrösscrung  bei  Mikroskopen  verweisen. 

Wenn  der  absolute  Werth  von  p so  gross  ist,  dass  man  die 
Grössen 
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1 

3Jf, 

p 

-Fr 

■ (IV, )*  ’ 

1 

p 

— Fr 

1 

5H,  SR, 

p 

-F, 

■ (ä,)=  1 

1 

SDt,®?,®.,®?* 

p- 

-F* 

W2 

u. 

s.  w. 

(— 1)£-2 

p — Fi-i  ' ‘ (Ni-t)2 

ohne  merklichen  Fehler  vernachlässigen  kann,  so  ist  nach  19)  nä- 
herungsweise 

Pi=F\,  P>=F' 2,  P3  = F'z,  ..  pi-t=F'i-r, 
und  folglich  nach  18) 


oiv  n = (F,  - F ) {F\2  - E,) (F,  - E3) . . (F i-i - fl-i) 
- > ^ (r.,  +/>, ) (F  2 + zy  (F', + d,)  ..  (F^x + />i-0 


oder 


22)  Qi 


1 

(‘ - r] 

i 

t-H 

[ 

1 

(■  - A;,) 

1 

[•  + #9 

M 

(‘  + #9 

(*  + £ 

) •*  ( 

i‘  + r,J 

Qi- 


Kann  man  nun  aber  wegen  der  Kleinheit  der  absoluten  Werthe  von 


F ) A> ) 

auch  noch  die  Brüche 


^3  ) ^4  ; •••  F-i 


Dt  D,  D,  I) 


F\> 


F'0  ’ F' 


; 


4 


F4' 


F_i 
F' t-i 


ohne  merklichen  Fehler  als  verschwindend  betrachten,  so  ist  nä- 
herungsweise: 


1S1 


§.  35. 

Zu  einem  bestimmten  Ausdrucke  für  die  Helligkeit,  mit 
welcher  die  Bilder  dem  Auge  sich  darstellen,  gelangt  man  durch 
die  folgenden  Betrachtungen. 

ln  der  Axe  des  Instruments  denke  man  sich  einen  sehr 
kleinen  Gegenstand  .1  in  der  Entfernung  p von  dem  ersten  Ele- 
mente des  Ohjecliv- Systems , dessen  Oelfnungshalbmesser  wegen 
der  Helligkeit  wir  durch  0,  den  Oelfnungshalbmesser  der  Pupille 
des  Auges  aber  durch  P bezeichnen  wolle.  Denken  wir  uns  jetzt 
zuvörderst  das  erste  Element  des  Objectiv-Syslems  und  das  Auge 
in  derselben  Entfernung  p von  dem  Gegenstände  .1,  und  bezeich- 
nen die  Lichtmengen,  welche  unter  dieser  Voraussetzung  von  A 
auf  das  erste  Element  des  Ohjecliv- Systems  und  die  Pupille  des 
Auges  fallen,  respeclive  durch  Lm  und  L'm  , so  ist  das  Yerhält- 
niss  dieser  Lichtmengen  offenbar  dem  Verhältnisse  der  Oberflächen 
des  ersten  Elements  des  Objectiv-Syslems  und  der  Pupille  des 
Auges  gleich,  d.  h.  es  ist 

Lm : L' m - 0~.  7t:  P2.n 

oder 


I ■ V — ()-'  P- 

Denken  wir  uns  nun  aber  das  Auge  in  der  Lage,  in  welcher  es 
den  Gegenstand  .1  oder  vielmehr  dessen  Bild  durch  das  Instrument 
beschauet,  und  bezeichnen  die  Lichtmenge,  welche  in  dieser  Lage 
auf  die  Pupille  des  freien  Auges  von  dem  Gegenstände  A fällt, 
durch  } so  ist  olfenbar,  wenn  durch  w und  w die  Sehwinkel 
bezeichnet  werden,  unter  denen  der  Halbmesser  P der  Pupille, 
aus  A gesehen,  in  den  beiden  vorhergehenden  Lagen  des  Auges 
erscheint  : 

Lm : = w : iv. 

Bezeichnen  wir  aber  ferner  die  Entfernung  des  Auges  in  seiner 
zweiten  Lage  von  dem  ersten  Elemente  des  Ohjecliv- Systems 
durch  q,  so  ist  offenbar 

P ~ p taug  w — (p  + r/)  tang  w , 
also 

lang  w : lang  w = p + q ■ P ; 

und  weil  nun  wegen  der  grossen  Kleinheit  der  Winkel  w und  w' 
jedenfalls  mit  grosser  Annäherung 

lang  w : tang  w = w : w 


t 


gesetzt  werden  kann,  so  ist 

w : w — • p + <i  • p ; 

also  nach  dem  Obigen 

L m -4/  Tn  p “f“  ■ P • 

Durcli  Zusammensetzung  der  beiden  Proportionen 

Lm:  L'm  = 0' : P2 


lind 


L 'm  : p + q : V 

erhält  man  aber  auf  der  Stelle 


Lm  : Zm=  (p  + q)02:  pF 2 

oder 

I»;  2m  = (l  + M 0-:  />  • . 

Von  der  ganzen  Lichtmenge  wird  natürlich  auch  das  Bild  er- 
leuchtet, und  dieselbe  trifft  auch,  wenn  nur,  wie  wir  vorausselzen, 
die  Oeffnungshalbmesser  der  sämmtlichen  Elemente  nach  dem  vor- 
hergehenden Paragraphen  richtig  bestimmt  worden  sind,  das  Auge, 
kann  aber  natürlich  nur  dann,  wenn  der  Oeffnungshalbmesser  der 
Pupille  nicht  kleiner  ist  als  der  Oeffnungshalbmesser  des  letzten 
Elements  des  Ocular- Systems  wegen  der  Helligkeit,  auch  ganz 
durch  die  Pupille  in  das  Auge  gelangen,  und  ihre  vollständige 
Wirkung  auf  dasselbe  ausüben.  Bezeichnen  wir  jetzt  also,  un- 
ter der  Voraussetzung,  dass  diese  letztere  Bedingung  erfüllt  sei, 
die  Vergrösserung  des  Instruments  durch  F,  so  gelangt  offenbar 
von  jedem  dem  Gegenstände  Ä gleichen  Theile  seines  Bildes  im  Instru- 
mente die  Lichtmenge  ~ in’s  Auge,  und  wenn  wir  nun  die  Hel- 
ligkeit des  mit  freiem  Auge  gesehenen  Gegenstandes  durch  $, 
die  Helligkeit  seines  durch  das  Instrument  gesehenen  Bildes  durch 
H,  natürlich  bei  gleicher  Lage  des  Auges  in  beiden  Fällen,  bezeich- 
nen, so  ist  offenbar 


Durch  Zusammensetzung  der  beiden  Proportionen 


und 


ISO 


ergiebt  sich  aber  auf  der  Stelle 

l:-pj=(l  + 2 -)os$: />*//, 

also 


24)  //  = 


Nimmt  man  die  Helligkeit  des  mit  freiem  Auge  gesehenen  Gegen- 
standes als  Einheit  der  Helligkeiten  an,  so  ist 


25)  II 


Ist  der  Bruch  - so  klein,  dass  man  ihn  ohne  merklichen  Fehler 
V 

als  verschwindend  betrachten  kann,  so  ist  näherungsweise: 


20)  "=(-^)3-£, 


oder,  wenn  man  wieder  die  Helligkeit  des  mit  freiem  Auge  gese- 
henen Gegenstandes  als  Einheit  annimmt: 


Es  liegt  nach  dem  Obigen  hierbei  die  Voraussetzung  zum 
Grunde,  dass  die  Oeffnung  der  Pupille  nicht  kleiner  als  die  OefT— 
nung  des  letzten  Elements  des  Ocular-Systcms  wegen  der  Hellig- 
keit ist,  weil  nur  dann  alles  aus  dem  Instrumente  heraustretende 
Licht  in  das  Auge  gelangen  kann,  und  nur  so  lange  die  in  Hede 
stehende  Voraussetzung  erfüllt  ist,  gelten  die  obigen  Formeln. 
Wenn  diese  Voraussetzung  nicht  erfüllt  ist  und  der  Oeffnungshalb- 
messer  des  letzten  Elements  des  Ocular-Systems  wegen  der  Hel- 
ligkeit durch  0,  bezeichnet  wird,  so  tritt  von  jedem  dem  Objecte 

gleichen  Theile  des  Bildes  nicht  die  ganze  Lichtmenge  , son- 
dern nur  der  Theil 

Lm_ 

V2  ' ü2 

derselben  wirklich  in’s  Auge,  und  statt  der  obigen  Proportion 


r 
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g 


Sb:  H 


erhalten  wir  daher  jetzt  die  Proportion 


P 2 


m . ,r.i 

V ~ 


0, 


2= 


welche,  mit  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Proportion 

Lm  : % ,n.=  ^1  + ^ O2  : P2 
zusammengesetzt,  zu  der  Proportion 

also  zu  der  Gleichung 

28)  »-(l  +i)(4)'.0 

führt.  Kann  man  den  Bruch  ^ seiner  Kleinheit  wegen  ohne  merkli- 
chen Fehler  als  verschwindend  betrachten,  so  ist 


29>  “=■  (&)*•*■ 


Nimmt  man  die  Helligkeit  des  mit  freiem  Auge  gesehenen  Gegen- 
standes als  Einheit  an , so  ist 


30,  ,<=(l+^)(4)’, 


und  wenn  man  den  Bruch  - seiner  Kleinheit  wegen  ohne  merk- 

V 

liehen  Fehler  als  verschwindend  zu  betrachten  berechtigt  ist: 

31)  H = ( 0 ■ 

§.  36. 

Durch  die  in  §.  29.  mit 

, S03  , ^^4.  , ^^5  ) • • • 

und 

• f t f t 

<^^4  ) , ^^3  y <^^4  j ...  j 

bezeichneten  und  zu  berechnen  gelehrten  Grössen  werden  offen- 
bar wenigstens  mit  grosser  Annäherung  die  Oeffnungshalbmesser 
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bestimmt,  welche  den  Elementen  eines  optischen  Instruments  vom 
zweiten  an  gegeben  werden  müssen,  wenn  durch  dasselbe  ein 
durch  das  Broduct  2 p lang  cp,  wobei  über  die  Bedeutung  der 
Zeichen  §.  29.  zu  vergleichen  ist,  bestimmter  Theil  eines  in  der 
Entfernung  p von  dem  ersten  Elemente  des  Objecliv -Systems 
befindlichen  Gegenstandes  soll  übersehen  werden  können.  Weil 
aber  bei  optischen  Instrumenten  der  Winkel  cp  immer  der  Null 
sehr  nahe  kommend  angenommen  wird,  so  kann  man  unter  Vor- 
aussetzung derselben  Entfernung  des  Gegenstandes  von  dem  ersten 
Elemente  des  Objecliv- Systems  den  mit  dem  Instrumente  deut- 
lich übersehbaren  Theil  desselben  dem  Winkel  cp  proportional 
setzen;  und  da  man  nun  jeden  Gegenstand,  welchen  man  durch 
ein  optisches  Instrument  betrachtet,  näherungsweise  als  einen  mit 
der  Entfernung  des  Gegenstandes  von  dem  ersten  Elemente  des 
Objecliv  - Systems  als  Halbmesser  beschriebenen  Kreisbogen  an- 
sehen  kann,  so  pflegt  man  den  Ausdruck  des  bei  einer  bestimm- 
ten Entfernung  p des  Gegenstandes  von  dem  ersten  Elemente  des 
Objecliv  - Systems  mit  dem  Instrumente  deutlich  übersehbaren 
Theils  dieses  Kreisbogens  in  Graden,  Minuten  und  Secunden,  des- 
sen Hälfte  dem  Ausdrucke  des  Winkels  cp  in  Graden,  Minuten 
und  Secunden  gleich  ist,  das  der  Entfernung /;  entspre- 
chende Gesichtsfeld  des  Instruments,  die  Grössen 


und 


aber  die  derEntfernungp  entsprechenden  Oeffnungs- 
halbmesser  der  Elemente  wegen  des  Gesichtsfeldes 
zu  nennen. 


Bei  Fernrühren  pflegt  man  meistens  das  Gesichtsfeld  und  die 
OefTnungshalbmesser  wegen  des  Gesichtsfeldes  für  eine  als  unend- 
lich gross  betrachtete  Entfernung  zu  bestimmen,  und  diese  Ent- 
fernung dann  auch  bei  der  Angabe  des  Gesichtsfeldes  nicht  weiter 
zu  berücksichtigen. 

Ueber  die  Berechnung  der  OefTnungshalbmesser  der  Elemente 
wegen  des  Gesichtsfeldes  für  die  Entfernung  p ist  schon  in  §.  29. 
das  Erforderliche  gesagt  worden;  jedoch  scheinen  noch  die  fol- 
genden nachträglichen  Bemerkungen  über  diesen  Gegenstand  einige 
Beachtung  zu  verdienen. 
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Am  zweckmässigsten  wird  man  wie  im  vorhergehenden  Para- 
graphen auch  hier  das  Objectiv- System  und  das  Ocular- System 
nicht  als  zwei  von  einander  getrennte  Systeme,  sondern  vielmehr 
nur  als  ein  einziges  etwa  aus  i Elementen  bestehendes  System 
betrachten.  Dann  lassen  sich  nach  V.  G4)  die  der  Entfernung  p 
entsprechenden  Oeffnungshalbmesser  wegen  des  Gesichtsfeldes, 
nämlich  die  Grössen 

> , S.3  , y^^-4  3 5 • • • , 

mittelst  der  folgenden  Formeln  berechnen: 

M, 


32)  £L2  = 


Di  + F\  + : 


1 


• N, 


p-F ; ‘ (iv,)2 


1 


lang  cp 


V 


d2+f'2 


D.y  -f"  E.y 

r 


MlM2  lang  cp 


fJ,  N, 


V — F,  ' (iV,)2 


1 — 


7 + , 


F, 


V 


Do  -f*  E o 


M2M3  tang  cp 


*-~*~D3+F'3  4-  1 


P F3  (A3)‘ 

#4  + ^4 


iV, 


1 


£ 

p 


& 


3 ( > 


'MlM.2M3Mi  lang  cp 


D±-\-E  4 


1 


iY4 


r + ^4  [> 


p-e4*  (iV4)2 

u.  s.  w. 

j— - t “ 


P 


+ E-i  /,  lang  cp  ^ j 

n ~ .(-n,..!-.!1  j • -4 

^ + F ‘-1 1 + p=pu  ' IW  ( 1 ~ 

Für  ein,  absolut  genommen,  sehr  grosses  /?  ist  hiernach  oder 
nach  Y.  G6): 

00  \ D|  -}"  E | -11 1 . 

33  > 


a, 


a* 


F'i—E.;  ~ «2  + £0  Ar.il/,  x 

y>,  + f’'2  i»a  + f'2  ' n,  ian 0 (f  ’ 

_ , 7>;+£3  a/,a/..a/,  , 

+ • "<Y, 


11)0 


11.  s.  w. 


lang  cp. 


Ganz  independente  Ausdrücke  der  Grössen 
£1.  £1,  £1»  D- 

r — > '^^'3  ) ^*4  } > • • • 

hieraus  abzuleiten,  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit. 


§•  37. 


Das  Auge  erhält,  um  alles  auf  das  erste  Element  des  Objec- 
tiv-Systems  fallende  Licht  auffangen  zu  können,  offenbar  da  seine 
richtige  Stelle,  wo  sich  die  vordere  Fläche  des  ersten  Elements 
des  Objecliv-Systems  abbildet,  wenn  man  auf  dieselbe  von  einem 
leuchtenden  Gegenstände,  etwa  von  dem  hellen  Himmel,  Licht 
fallen  lässt,  weshalb  man  diesen  Punkt  auch  den  Ort  des  Au- 
ges nennt.  Die  Entfernung  £)  desselben  von  dem  hintern  Schei- 
tel des  letzten  Elements  des  Ocular- Systems  muss  nach  V.  50) 
mittelst  der  Formel 


34)  £)  = 


i ^ 1 -L  1-C-l) 


bestimmt  werden.  Ist  der  absolute  Werth  von  p sehr  gross,  so 
ist  näherungsweise: 


35)  £>  = 


Ist  der  absolute  Werth  von  z/  sehr  gross,  so  ist  nach  Y.  52)  nä- 
herungswreise: 
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und  ist  nun  auch  noch  der  absolute  Werth  von  p sehr  gross,  so 
ist  näherungsweise: 


37)  £)  = 

- (-iy+'-u,F,  f 


t t 


M , K2  . . Mi  Ni 

Mt  31,  77m  i ’ 

Ni 


Zur  Bestimmung  von  @ hat  man  nach  Y.  43)  auch  die  Gleichung: 

t 

38)  <£  = F\  — Fi 


( 


Ni 


) 


2 

» 


und  folglich,  wenn  der  absolute  Werth  von  p sehr  gross  ist,  nä- 
herungsweise die  Gleichung: 


39)  d = 


-h+{- 1 


JFi 


( M,  M,  M:i . . M, 

V ~N; 


§.  38. 

Es  ist  für  jetzt  durchaus  nicht  unsere  Absicht,  eine  vollstän- 
dige und  in’s  Einzelne  gehende  Untersuchung  über  die  verschie- 
denen Arten  der  Fernröhre  und  Mikroskope,  welche  es  geben 
kann,  anzuslellen;  um  jedoch  die  eigentliche  Bedeutung  der  im 
Vorhergehenden  entwickelten  allgemeinen  Formeln  etwas  mehr  zu 
erläutern,  wollen  wir  jetzt  bloss  die  beiden  einfachsten  Fälle  ei- 
ner genaueren  Betrachtung  unterwerfen,  wenn  sowohl  das  Objec- 
tiv  — System  als  auch  das  Ocular-System  aus  einer  doppelt  con- 
vexen Linse,  und  wenn  das  Objecliv- System  aus  einer  doppelt 
convexen,  das  Ocular-System  dagegen  aus  einer  doppelt  con- 
caven  Linse  besteht.  Der  Betrachtung  (des  ersten  dieser  beiden 
Fälle  soll  der  vorliegende  Paragraph  gewidmet  sein. 

Wir  denken  uns  jetzt  also  sowohl  das  Objecliv- System  als 
auch  das  Ocular-System  nur  aus  einer  doppelt  convexen  Linse 
bestehend,  und  nehmen  grösserer  Bestimmtheit  wegen  im  Folgenden 
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die  positiven  ersten  Coordinatcn  in  der  Richtung  von  dem  Objec- 
tiv  - Systeme  nach  dem  Ocular- Systeme  hin. 

Unter  diesen  Vorraussetzungen  ist  natürlich 

i = 1 , 1=1 ; i = 1 , / = 1 . 

Kerner  ist  offenbar 


positiv, 
Ii\  negativ; 

s 

11 , positiv, 
/V,  negativ. 


Die  Grössen  p , ^ und  n,  + 1 , n'i  + 1 sind  sämmllich  negativ, 
wie  leicht  ohne  weitere  Erläuterung  erhellen  wird.  Nach  IV.  20)  ist 


Bei  der  ganzen  folgenden  Untersuchung  wollen  wir  der  Ein- 
fachheit wegen  von  der  Annahme  ausgehen,  dass  die  absoluten 


Werlhe  der  Dicken  l)l  und  J)l  der  beiden  das  Objectiv  — System 
und  das  Ocular -System  bildenden  Einsen  so  klein  sind,  dass  die 
von  denselben  abhängenden  Glieder  keinen  Einfluss  auf  die  Vor- 
zeichen der  Ausdrücke,  in  denen  sie  Vorkommen,  ausüben,  was 
man  im  Folgenden  überall  wohl  beachten  muss. 


Nach  III.  50*)  ist 


4"  1 W)  4*  1 D)  I — 1 

Ä,  * R\  * n[\ 


und 


= — !(«,+!) 


und  nach  III.  44)  ist  also 


und  eben  so 


Fi  = 


F* 
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(1  + n<i+1 

."■y, 

V R\ 

nj 

(l  ”‘  + 1 . 

Mi. 

V ß'i 

nj 

11  11 

Weil  -jr , — positiv  und  77- , — - negativ  sind,  so  sind  die 

1 rv  kt 

Differenzen 

1 1-1  1 

Tf  7/  und 

1 Äi  ß,  ß', 

positiv;  und  weil  nun  nl  + 1,  n\  + 1 negativ  sind,  so  sind  die 

Moduli  My  und  My  beide  positiv.  Also  ist  nach  dem  Obigen 

Fy  negativ, 

F\  positiv; 

9 

F{  negativ, 

* 

F\  positiv. 

Zur  Bestimmung  von  £)  und  d haben  wir  nun  zuvörderst  nach 
34)  und  38)  die  folgenden  Gleichungen: 


r 


© 


f\  — \a  1 


1 


4 Fy 


und 


P— 4rr  *,*. 


(‘-7) 


F F 

Die  Brüche  und  — sind  nach  dem  Obigen  beide  positiv,  und  die 

A p 

Grösse 


4 F, 


(«-£)(!) 


ist  folglich  positiv  oder  negativ,  jenachdem 

Grunert  optische  Untersuch.  I. 


13 
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— p >-  — Ft  oder  — p <C  — F, , 
d.  h.  jenachdem 

^ <!  Fx  oder  />  > Ft 
ist. 

Fassen  wir  zunächst  bloss  den  ersten  dieser  beiden  Fälle  in’s 
Auge,  so  sind  die  Grössen  X und  Q nur  dann  reell,  wenn 


t 


ist,  und  dass  diese  Bedingung  erfüllt  sei,  müssen  wir  daher  im 
Folgenden  voraussetzen. 

$ 

Die  Grosse 


1 T 


/ 


ist  offenbar  positiv,  und  da  nun  nach  dem  Obigen  F\  positiv, 
dagegen  A negativ  ist,  so  sind  olfenbar  die  beiden  obigen  Wcrlhe 
von  X positiv,  wie  es  der  Gebrauch  des  Instruments  erfordert, 
und  zugleich  erhellet  leicht,  dass  immer 


ist,  so  dass  also  im  Allgemeinen  das  obere  Zeichen  in  dem  Aus- 
drucke von  X einem  kleineren  Werthe  dieser  Grösse  als  das  untere 
Zeichen  entspricht. 

Enlwikelt  man,  unter  der  Voraussetzung,  dass 


2 


eine  der  Null  sehr  nahe  kommende  Grösse  ist,  die  Quadratwurzel 
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nach  dem  Binomischen  Lehrsätze  in  eine  Reihe,  und  bleibt  bei  dem 
zweiten  Gliede  dieser  Reihe  stehen,  so  erhält  man 


Führt  man  in  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  für  Mx  und 


Mx , indem  man  die  Dicken  D,  und  D1  als  verschwindend  betrach- 
tet, ihre  aus  dem  Obigen  sich  ergebenden  Werthe  — Fx  oder  F\ 

und  f\  oder  — Fv  ein,  so  erhält  man,  indem  man  auch  noch 
F 

den  Bruch  — als  verschwindend  betrachtet,  für  £)  den  Ausdruck 
V 

F\  (ßx-F\)  = Fl(Fl  — F\) 

Fi  F\ 

welcher  ganz  mit  der  Formel  übereinstimmt,  durch  die  in  der 
praktischen  Dioptrik  der  Ort  des  Auges  bei  dem  astronomischen 
Fernrohre  bestimmt  zu  werden  pflegt,  worüber  man  u.  A.  Prakti- 
sche Dioptrik,  als  vollständige  und  gemeinfass- 
liche Anleitung  zur  Verfertigung  achromatischer 
Fernröhre.  Nach  den  neuesten  Verbesserungen  und 
Hülfsmitteln  und  eigenen  E rfahrungen.  Von  Johann 
Joseph  Brecht  1.  Wien.  1828.  S.  157.  nachsehen  kann. 

Der  Kürze  wegen  wollen  wir  jetzt  annehmen,  dass  der  abso- 
lute Werth  von  p so  gross  sei,  dass  die  Grösse  d ohne  merkli- 
chen Fehler  mittelst  der  unmittelbar  aus  dem  obigen  allgemeinen 
Ausdrucke  dieser  Grösse  fliessenden  Formel 


Gt=F\  Fi  jjr  . 


1 T) — F\ 


Mp 


bestimmt  werden  kann,  wodei  man  zu  beachten  hat,  dass  F/—F \ 
eine  positive  Grösse  ist. 

Nach  dem  Obigen  ist 

13* 


\ 
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T)  — F\ 


r 


— ‘I1*! 


und  die  Grösse 


£)-F't 

A 


ist  folglich  negativ.  Weil  nun  nach  dem  Obigen  auch  F,  negativ 
ist,  so  ist  die  Grösse 


i . 

F1  A 1 

positiv. 

Wenn,  indem  p ungeandert  bleibt,  der  absolute  Werth  von 
A wächst,  so  nimmt 


welches  bekanntlich  positiv  ist,  ab,  und 

l 


nimmt  folglich  zu.  Also  nimmt 


ab  oder  zu,  jenachdem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt. 
Daher  nimmt  auch  die  positive  Grösse 


1 M2 
F,  A ** 

ab  oder  zu,  jenachdem  man  in  dem  Ausdrucke  von  £)  das  obere 
oder  untere  Zeichen  nimmt. 

Wenn  also,  indem  p ungeandert  bleibt,  der  absolute  Werth 
von  A wächst,  so  nimmt  nach  dem  Obigen  (5  zu  oder  ab,  je- 
nachdem man  in  dem  Ausdrucke  von  X>  das  obere  oder  untere 
Zeichen  nimmt. 
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Wenn,  indem  A ungeändert  bleibt,  der  absolute  Werth  von 
p wächst,  so  nimmt  die  positive  Grösse 


zu,  und 


nimmt  folglich  ab.  Also  nimmt 


1 


t 


zu  oder  ab,  jenachdem  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt. 
Daher  nimmt  auch  die  positive  Grösse 


Fi 


£)—F\ 


Mr 


zu  oder  ab,  jenachdem  man  in  dem  Ausdrucke  von  £>  das  obere 
oder  untere  Zeichen  nimmt. 


Wenn  also,  indem  A ungeändert  bleibt,  der  absolute  Werth 
von  p wächst,  so  nimmt  nach  dem  Obigen  (£  ab  oder  zu,  je- 
nachdem man  in  dem  Ausdrucke  von  £)  das  obere  oder  untere 
Zeichen  nimmt. 

Aus  dieser  Betrachtung  ergiebt  sich,  dass  bei  dem  gewöhn- 
lichen astronomischen  Fernrohre  unter  Voraussetzung  derselben 
Entfernung  des  Objects  ein  weitsichtiges  Auge  die  Gläser  mehr  von 
einander  entfernen  muss  als  ein  kurzsichtiges  Auge,  und  dass  ein 
und  dasselbe  Auge  für  entferntere  Objecte  die  Gläser  einander 
mehr  nähern  muss  als  für  nähere  Objecte. 

Nach  5)  ist 


My 

My 


A 

V 


1 + 
1 


£>  — F\ 
A 

_ F\ 

P 


Die  Brüche 


der  absolute  Werth 


- sind  nach  dem  Obigen  beide  positiv, 
der  negativen  Grösse 


und 


11)8 


£— F\ 
A 


r 


ist  offenbar  immer  kleiner  als  die  Einheit.  Daher  ist,  weil  nach 

p> 

dem  Obigen  bekanntlich  1 — -j  eine  positive  Grösse  ist,  auch 
der  Bruch 


X)  — 


1 + 


1-& 


SLl^L 

q T 

dass  das  Bild  in  Bezug  auf  das  Object  eine  verkehrte  Lage  hat. 


positiv,  und~-  = y ist  folglich  negativ,  woraus  sich  ergiebt, 


Da 


1-11 


— 41  + 


) 


r 


i 


4/', 

A 


0-5XS 


und 


r 


1 — Al  + 


J V p ) \Ul 


r 


= *ji  - 

ist,  so  ist  offenbar 


Hl  - 


r 


>i-^i  + I 

und  aus  dem  Vorhergehenden  ergiebt  sich  also,  dass  das  obere 
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Zeichen  in  dem  Ausdrucke  von  £)  immer  einen  grösseren  abso- 
luten Werth  Yon 

2jL_  £11 
q r 

liefert  als  das  untere  Zeichen. 


Nach  10)  ist 

Yl^E L = 
V w 


M, 

k \ 


i 


p d+?-F'’ 


l — 


z/ 


) 


Ist  der  absolute  Werth  von  p so  gross,  dass  man  die  absoluten 
Werthe  der  Brüche 

£>  + 2 

und  — 

PP 

ohne  merklichen  Fehler  als  verschwindend  betrachten  kann,  so  ist 


h 

v 


Ei 

w 


=-4(i  + 

ii/,  v 


, T)  — F 


A 


)■ 


Ist  dann  aber  auch  der  absolute  Werth  von  A so  gross,  dass 
man  den  Bruch 


ohne  merklichen  Fehler  als  verschwindend  betrachten  kann,  so 


ist  näherungsweise 


V w 


El 

4 


Für  My  und  Mt  kann  man  ihre  aus  dem  Obigen  bekannten  Werthe 

t 

setzen.  Setzt  man  nun  z.  B. , indem  man  die  Dicken  Dl  und  als 
verschwindend  betrachtet,  Mt  = F\  und  M{  = — Flt  so  wird 
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welches  die  bekannte  Näherungsformel  ist,  mittelst  welcher  man 
die  Vergrösserung  des  gewöhnlichen  astronomischen  Fernrohrs  in 
der  praktischen  Dioptrik  zu  bestimmen  pflegt,  worüher  Fr  echt! 
a.  a.  0.  S.  159.  nachgesehen  werden  kann. 

Bezeichnen  wir  den  Oeflnungshalbmesser  des  Objectivs  durch 
und,  indem  wir  jedoch  beide  Systeme  als  ein  aus  zwei  Ele- 
menten bestehendes  System  betrachten,  den  Oeflhungshalbmesser 

des  Oculars  wegen  der  Helligkeit  durch  (), , so  ist  nach  18) 


und  nach  19)  ist 


<?. 


Pi  — @ 
Pi 


P\  = 


+ 


1 


v-b\ 


% 


oder,  weil  in  dem  vorliegenden  Falle,  wo  das  Fllement,  aus  wel- 
chem das  Objecliv- System  besteht,  eine  Linse  ist,  nach  §.19. 


= — Ai,2 

gesetzt  werden  muss,  und  weil  nach  dem  Obigen  = 1 ist: 


Also  ist 


Qi 


mittelst  welcher  Formel  der  Oeflhungshalbmesser  des  Oculars  we- 
gen der  Helligkeit  aus  dem  OelFnungshalbmesser  des  Objectivs 
bestimmt  werden  kann. 

Nimmt  man  an,  dass  der  absolute  Werth  von  p sehr  gross 
sei,  setzt  näherungsweise 

<ä  = F\—Flt 

und  betrachtet  l)t  als  verschwindend,  so  erhält  man  zur  Bestim- 

t 

mung  von  Qt  die  Näherungsformel 

' Ei 

oder  nach  dem  Vorhergehenden 
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Ql  Ql  : y j 

welches  die  bekannten  Formeln  sind,  durch  welche  bei  dem  ge- 
wöhnlichen astronomischen  Fernrohre  in  der  praktischen  Dioptrik 
der  OetTnungshalbmesser  des  Oculars  wegen  der  Helligkeit  aus 
dem  OetTnungshalbmesser  des  Objectivs  berechnet  zu  werden 
pflegt,  worüber  man  Prechtl  a.  a.  0.  nachsehen  kann. 

Wie  die  Helligkeit  selbst  zu  bestimmen  ist,  haben  wir  in 
§.  35.  schon  im  Allgemeinen  ausführlich  gezeigt,  und  der  dort 
entwickelte  allgemein  gültige  Ausdruck  ist  natürlich  auch  in  dem 
vorliegenden  besondern  Falle  anwendbar. 


Zur  Bestimmung  des  Oeffnungshalbmessers  £tx  des  Oculars 
wegen  des  Gesichtsfeldes  hat  man  nach  32)  die  Formel 

D{  4-  (?  Mx  tangcp 

'Nr-' 


& 


Di  + F\  + 


1 


mL 


l 


V — Fl  ' (N \ )2 

und  folglich,  weil  = — M ,2  und  NL  = 1 ist: 

(. D{  + (5)  Mx  lang  cp 


V 

V 


£G  = 


Di+F\ 


1 * Fi 

— ± f 2 1 _ i! 

P — Fv  p 


Nehmen  wir  an,  dass  der  absolute  Werth  von  p sehr  gross  sei, 
setzen 


Qt^F\-Ft, 

betrachten  Dr  als  verschwindend,  und  setzen  dieser  letzteren 
Voraussetzung  zufolge  ML  — F\,  endlich  auch  cp  für  tangcp , so 
erhalten  wir 

&i  = (F\  —Fi)  V,- 

welches  die  bekannte  Formel  ist,  mittelst  welcher  bei  dem  ge- 
wöhnlichen astronomischen  Fernrohre  der  OetTnungshalbmesser 
des  Oculars  wegen  des  Gesichtsfeldes  berechnet  zu  werden  pflegt, 
worüber  wieder  Prechtl  a.  a.  0.  S.  160.  nachgesehen  werden 
kann. 

Fassen  wir  jetzt  ferner  den  zweiten  der  beiden  oben  von 
einander  unterschiedenen  Fälle  näher  in’s  Auge. 

Da  in  diesem  Falle  die  Grösse 
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negativ  ist,  so  sind  die  Werthe,  welche  die  obigen  allgemeinen 
Formeln  für  X und  (5  liefern,  beide  reell. 

Die  Grösse 


r 

i=F  I l — 


ist  negativ  oder  positiv,  jenachdem  man  das  obere  oder  das  un- 


tere Zeichen  nimmt.  Weil  nun  F\  positiv,  dagegen  A negativ 
ist,  so  liefert  das  obere  Zeichen  in  dem  Ausdrucke  yon  X für 
diese  Grösse  einen  positiven  oder  einen  negativen  Werth , jenach- 
dem 


ist.  Das  untere  Zeichen  in  dem  Ausdrucke  von  X liefert  für 
diese  Grösse  immer  einen  positiven  Werth.  Auch  erhellet  leicht, 
dass  immer 


ist,  und  folglich  das  obere  Zeichen  in  dem  Ausdrucke  von  X)  stets 
einem  kleineren  Werthe  dieser  Grösse  als  das  untere  Zeichen  ent- 
spricht. 

Nach  5)  ist 

qx  __  r,  _ M,  A 1 + A 

7 r Mt  p 1_£ 

V 
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Die  Brüche  — und  — sind  nach  dem  Obigen  beide  positiv, 

4 p 

F 

und  1 — — ist  in  dem  vorliegenden  Falle  eine  negative  Grösse. 
V 

Ferner  ist 


1 + 


woraus  sich  ergiebt,  dass  die  Grösse 

£)  — F\ 


1 4“ 


A 


positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  man  in  dem  Ausdrucke  von 
£)  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt.  Nimmt  man  daher  in 

f r 

dem  Ausdrucke  von  £)  das  obere  Zeichen,  so  ist  — = — nach 

q r 

dem  Vorhergehenden  positiv,  und  das  Bild  steht  folglich  in  Be- 
zug auf  das  Object  aufrecht.  Nimmt  man  dagegen  in  dem  Aus- 

n y' 

drucke  von  £)  das  untere  Zeichen,  so  ist  — — —negativ,  und 

) q r * 

das  Bild  steht  folglich  in  Bezug  auf  das  Object  verkehrt.  Auch 
ist  klar,  dass  das  obere  Zeichen  in  dem  Ausdrucke  von  £)  einem 
grossem  absoluten  Werthe  von 

= 

q r 

als  das  untere  Zeichen  entspricht. 

Für  den  Oelfnungshalbmesser  des  Oculars  wegen  der  Hellig- 
keit hat  man  wieder  den  folgenden  Ausdruck: 


Qi 


F'  4-7) z M, 2 


und  für  den  Oelfnungshalbmesser  des  Oculars  wegen  des  Ge- 
sichtsfeldes den  Ausdruck: 


Di+F\ 


1 


V-Fi 


_ M 2 
iri\ 


tang  cp 


V 


\ 
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Die  Helligkeit  wird  auch  jetzt  mittelst  der  in  §.  35.  cnlwik- 
kelten  allgemeinen  Formel  bestimmt. 


§.  39. 

Wenn  das  Objectiv- System  aus  einer  doppelt  convexen, 
das  Ocular- System  dagegen  aus  einer  doppelt  concaveu  Linse 
bestellt,  so  ist  wieder 

i=l,  1=  1 ; i=l,  1=1. 

Nehmen  wir  ferner  die  positiven  ersten  Coordinaten  wieder  in 
der  Richtung  yoii  dem  Objectiv -Systeme  nach  dem  Ocular -Sy- 
steme hin,  so  ist 

lil  positiv, 
li\  negativ; 

l\i  negativ, 

1(\  positiv. 

Die  Grössen  zf  und  n,+  1,  n{  + 1 sind  wieder  sämmtlich  ne- 
gativ; auch  ist  nach  IV.  20) 

TV,  e=i,  TV,  = 1 . 

Nehmen  wir  nun  wieder  die  absoluten  Werlhe  der  Dicken  77,  und 

# 

77,  der  beiden  das  Objectiv- System  und  das  Ocular -System  bil- 
denden Linsen  so  klein  an,  dass  die  von  denselben  abhängenden 
Glieder  keinen  Einfluss  auf  die  Vorzeichen  der  Ausdrücke,  in  de- 
nen sie  Vorkommen,  ausüben;  so  erhellet  aus  den  aus  III.  50 *) 
bekannten  Ausdrücken 


Mi — i(n,+1)  (| 

und 


1 \ | ^1  + 1 n\  4"  1 

n\r  r{  • r\ 


(*,  + 1) 


4~  1 


i 


Ih 

9 

nx 


— t 


dass  717,  positiv,  dagegen  71/,  negativ  ist,  weil  nämlich  die  Diffe 
renzen 


fii  *1 


«i 
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offenbar  respective  positiv  und  negativ,  und  nach  dem  Vorher- 
gehenden die  Grössen  ^ + 1 und  + 1 beide  negativ  sind. 

Nach  III.  44)  ist 


\ R t nvt 

(‘  - TT  ■ £) 


und  eben  so 


*\ 


(l  + 2l±J  . Mt , 

R’±  nv 


F'  = _ "l± 

Also  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

F,  negativ, 
F\  positiv; 

Fl  positiv, 

F\  negativ. 


1 


Zur  Bestimmung  von  £)  und  @ haben  wir  nach  34)  und  38) 
die  folgenden  Gleichungen: 


und 


& = F\  — \A  1 q: 


Die  Brüche  ~ 

A 

die  Grösse 


und  — sind  nach  dem 
P 


Obigen  beide  positiv 


und 
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ist  folglich  positiv  oder  negativ,  jenachdem 

— > — t\  oder  — p < — Fi , 

d.  h.  jenachdem 

p < Fx  oder  p > Fx 
ist. 

Betrachten  wir  jetzt  den  ersten  dieser  beiden  Fälle,  so  sind 
die  Grössen  X und  @ nur  dann  reell,  wenn 


ist,  und  diese  Bedingung  müssen  wir  daher  im  Folgenden  als 
erfüllt  voraussetzen. 

Die  Grösse 


r 


‘*1 

ist  olfenbar  positiv,  und  da  nun  nach  dem  Obigen  die  Grössen 

F\  und  a beide  negativ  sind,  so  ist  die  Grösse  X positiv  oder 
negativ,  jenachdem 

r~ 


F\>\*  it  i 


A 


(•  - ',)  ©’ 


oder 


r 


\ . - £ (.  - S) & 


ist.  Auch  erhellet  leicht,  dass  immer 

T 


r 


ist,  und  dass  also  im  Allgemeinen  das  obere  Zeichen  in  dem 


20  7 


Ausdrucke  von  £)  einem  mit  gehöriger  Rücksicht  auf  sein  Vorzei- 
chen kleineren  Werthe  dieser  Grösse  als  das  untere  Zeichen  ent- 
spricht. 

Entwickelt  man,  unter  der  Voraussetzung,  dass 


eine  der  Null  sehr  nahe  kommende  Grösse  ist,  die  Quadratwurzel 


nach  dem  Binomischen  Lehrsätze  in  eine  Reihe,  und  bleibt  bei 
dem  zweiten  Gliede  dieser  Reihe  stehen,  so  erhält  man 


Führt  man  in  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  für  31L  und 

Mx , indem  man  Dx  und  Dy  als  verschwindend  betrachtet,  ihre 
aus  dem  Obigen  sich  ergebenden  Werthe  — Ft  oder  F\  und 


F\  oder  — Fx  ein,  so  erhält  man  für  £),  wenn  man  nur  auch 

F 

noch  den  Bruch  — als  verschwindend  betrachtet,  den  Ausdruck 

p > 


(fi—  F\)^Fy(Fy-  F\) 
Fl  F\ 


welcher,  weil  nach  dem  Obigen  die  Grössen  F\  und  Fx  beide 

positiv  sind,  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  Fx  >F\  oder 

F1<F\  ist. 

Nach  5)  ist 


Mx  A 


1 + 


A 
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Der  Bruch  — ist  nach  dem  Obigen  negativ,  der  Bruch  - dagegen 
ist  positiv.  Die  Grössen  1 — ~ und 


1 + 


X — F\ 


r 


\ i ± 


i- 


4F. 


HKir 


(J  / 

sind  offenbar  beide  positiv.  Also  ist  ^ = y eine  positive  Grösse, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  das  Bild  in  Bezug  auf  das  Object  aufrecht 
steht.  Auch  ergiebt  sich  aus  dem  Vorhergehenden  unmittelbar, 
dass  das  obere  Zeichen  in  dem  Ausdrucke  von  X jederzeit  einen 
grösseren  Werth  der  positiven  Grösse 

i±=1i± 

q r 

als  das  untere  Zeichen  liefert. 

Für  die  Grösse 

V w 


und  die  beiden  Grössen  0,  und  kann  man  ganz  ähnliche  Aus- 
drücke entwickeln  wie  im  vorhergehenden  Paragraphen,  wobei 
wir,  weil  beide  Entwickelungen  sich  in  etwas  Wesentlichem  nicht 
von  einander  unterscheiden,  hier  nicht  länger  verweilen  ^vollen. 

Endlich  wollen  wir  rücksichtlich  des  zweiten  der  beiden  oben 
von  einander  unterschiedenen  Fälle  auch  nur  bemerken,  dass,  wie 
man  leicht  findet, 

t f 

(]_L  = h 
q r 

positiv  oder  negativ  ist,  und  dass  also  das  Bild  in  Bezug  auf  das 
Object  aufrecht  oder  verkehrt  steht,  jenachdem  man  in  dem  Aus- 
drucke von  X das  untere  oder  obere  Zeichen  nimmt.  Weitere  Betrach- 
tungen über  diesen  Fall  können  wir  nach  den  im  Vorhergehenden  ge- 
gebenen Entwickelungen  füglich  dem  eignen  Nachdenken  des  Le- 
sers überlassen,  indem  überhaupt  mehr  in’s  Einzelne  gehende  Un- 
tersuchungen für  jetzt  eigentlich  nicht  zu  unserem  Zwecke  ge- 
hören. 


Erster  Anhang. 


Von  den  einem  gegebenen  Halbkreise 
oder  einer  gegebenen  Halbkugelfläche 
entsprechenden  Bildern  gegebener 

Curven. 


§•  1. 

I.  Wir  wollen  uns  eine  Halbkugelfläche  denken,  die  Axe 
der  x des  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  xyz  durch  de- 
ren Mittelpunkt  legen,  und  ihren  Durchschnittspunkt  mit  der  Axe 
der  x als  Anfang  der  xyz  annehmen.  Den  Halbmesser  dieser 
Halbkugelfläche  betrachten  wir  als  positiv  oder  negativ,  jenach- 
dem  er  von  dem  Anfänge  der  Coordinaten  an  nach  der  Richtung 
der  positiven  oder  nach  der  Richtung  der  negativen  x hin  liegt, 
und  bezeichnen  denselben  unter  dieser  Voraussetzung  durch  R. 
Ist  nun  (pqr)  ein  beliebiger  Punkt  und  (xyz)  das  der  Halbkugel- 
fläche entsprechende  Bild  dieses  Punktes,  so  haben  wir  bekannt- 
lich nach  Kap.  II.  Nr.  130.  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  x,y,  z 
dieses  Bildes,  wenn  ^ seine  bekannte  Bedeutung  hat,  die  folgen- 
den ganz  genauen  Formeln: 


x—R  — — 


( iR 


1) 


y 


jR  + (l+jOO-iÖ  fl 

yR 


+ 


q~  + r 

(p~R): 


t (p  — R), 


R + (1  + p)  (p 


—n)T  l + 


pR 


q~  H-  r2 

( p—R )* 


?» 


Ä + (l+f*)(p 


-R)V  1 + 


Gruiiert  optische  Untersuch.  I. 


9 | O 

q~  + r~ 

(p-R)2 

14 


r . 
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Denken  wir  uns  nun  aber  den  Punkt  (pqr)  als  einer  gewis- 
sen Curve  im  Raume,  deren  Gleichungen  gegeben  sind,  ange- 
hörend, so  sind  zwischen  den  Coordinaten  p,  q,  r zwei  Glei- 
chungen gegeben,  welche  in  Verbindung  mit  den  Gleichungen 
1)  fünf  Gleichungen  zwischen  den  sechs  Grössen  x,  y,  z und 
p,  q,  r liefern,  aus  denen  sich  die  Grössen  p , q,  r gänzlich 
elimiuiren  lassen,  wodurch  man  jederzeit  zwei  Gleichungen  zwi- 
schen den  Grössen  x,  y , z erhält,  welche  eine  Curve  im  Raume 
charakterisiren,  die  das  Bild  der  gegebenen  Curve  im  Raume 
ist,  in  welcher  der  Punkt  (p , q,  r)  liegt. 

II.  Auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher  können  wir  uns  auch, 
alle  Betrachtungen  aut  eine  Ebene  einschränkend,  einen  Halb- 
kreis denken,  durch  dessen  Mittelpunkt  wieder  die  Axe  der  x 
gelegt  wird.  Den  Durchschnittspunkt  dieses  Halbkreises  mit  der 
Axe  der  x nehmen  wir  als  Anfang  des  rechtwinkligen  Coordi- 
natensystems  der  xy  an,  und  betrachten  den  Halbmesser  fl  des 
Halbkreises  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  er  von  dem 
Anfänge  der  Coordinaten  an  nach  der  Seite  der  positiven  oder 
nach  der  Seite  der  negativen  x hin  liegt.  Ist  nun  (pq)  ein  be- 
liebiger Punkt  und  (xy)  das  dem  Halbkreise  entsprechende  Bild 
dieses  Punktes,  so  haben  wir  bekanntlich  nach  Kap.  II.  Nr.  130- 
zur  Bestimmung  der  Coordinaten  x,  y dieses  Bildes,  wenn  p seine 
bekannte  Bedeutung  auch  jetzt  behält,  die  folgenden  ganz  genauen 
Formeln: 

yji 

R+  (i  + i*)(p -R)  T 1 + 



fl  + (i  + p>)  (p  — fl)  1f  i 4* 

Denken  wir  uns  nun  aber  wieder  den  Punkt  (pq)  als  einer  ge- 
wissen Curve,  deren  Gleichung  gegeben  ist,  angehörend,  so  ist 
zwischen  den  Coordinaten  p,  q eine  Gleichung  gegeben,  welche  in 
Verbindung  mit  den  Gleichungen  2)  zwischen  den  vier  Grössen  x,  y 
und  p , q drei  Gleichungen  liefert  , aus  denen  sich  die  Grössen  p,  q 
ganz  elimiuiren  lassen , wodurch  man  eine  Gleichung  zwischen  den 
Grössen  x,  y erhält,  welche  jederzeit  eine  Curve  charakterisirt, 
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die  das  Bild  der  gegebenen  Curve  ist,  in  welcher  der  Punkt 

(; pq ) liegt. 

III.  Indem  wir  jetzt  nochmals  zu  dem  Falle  I.  zurückkehren, 
so  ist  zu  bemerken,  dass  man  den  Punkt  ( pqr ) in  diesem  Falle 
auch  nur  als  einer  gewissen  Fläche , deren  Gleichung  gegeben  ist, 
angehörend  betrachten  kann.  Dann  ist  zwischen  den  Coordinaten 
/?,  q,  r eine  Gleichung  gegeben,  welche  in  Verbindung  mit  den 
Gleichungen  1)  zwischen  den  sechs  Grössen  x,  y,  z und  p,  q , r 
vier  Gleichungen  liefert,  aus  denen  ßich  die  Grössen  p,  q)  r 
sämmtlich  eiiminiren  lassen,  wodurch  ipan  zwischen  den  Grössen 
.r,  y,  z eine  Gleichung  erhält,  welche  jederzeit  eine  Fläche  cha- 
rakterisirt,  die  das  Bild  der  gegebenen  Fläche  ist,  in  welcher  der 
Punkt  (pqr)  liegt. 

§.  2. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  in  dem  einfachsten  Falle 
§.  1.  II.  die  gegebene  Curve,  in  welcher  der  Punkt  (pq)  liegt, 
eine  auf  der  Axe  der  x senkrecht  stehende  gerade  Linie  sei. 
Dann  ist  und  folglich  auch  p — R eine  conslante  Grösse,  die 
wir  durch  A bezeichnen,  also 

3)  p — R — A 

setzen  wollen.  Setzen  wir  dann  noch 

4)  x—  R = X,  y = Y; 

so  haben  wir  nach  2)  die  folgenden  Gleichungen: 


r + (1  + p)aK  1 + ("j) 

I nR 

R+a+fO^r  i + (-j-) 

aus  denen  sogleich  durch  Division 


folgt.  Führen  wir  diesen  Werth  von  ^ in  die  erste  der  Glei- 
chungen 5)  ein,  so  erhalten  wir 

14* 


7)  X 


oi  o 


(.(.R 


R "f-  (1  A 


oder 


8)  - = 

' X 


H1  + ;v 1 +(!)’’ 


also 


M— (1  + ;)lr7+W- 


Machen  wir  nun  diese  Gleichung  rational,  so  erhalten  wir  die 
Gleichung 

10)  ^ + £ x)2  = (i+  p(x* + r2), 

oder,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet,  die  Gleichung: 


Für  F=0  erhält  man  aus  der  Gleichung  10) 


J+;*=±(‘ + ;K*' 

also 


Das  arithmetische  Mittel  zwischen  diesen  beiden  Werthen  von  X 
ist,  wie  man  leicht  findet: 
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Setzt  man  nun  allgemein 


so  wird  die  Gleichung  10)  oder  11),  wie  man  nach  leichter  Rech- 
nung findet: 


Ist  nun 


so  können  wir. 


indem  a und  b positive  Grössen  bezeichnen: 


setzen,  wodurch  die  Gleichung  14)  die  Gestalt 


oder 


erhält,  welches  bekanntlich  die  Gleichung  einer  Hyperbel  ist. 
Ist  ferner 


so  können  wir,  indem  a und  b wieder  positive  Grössen  be- 
zeichnen : 
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a- 


18) 


O + D'i 

0 + 


b~ 


1 


( 1 4-  ly — _ i 

V ^ R 2 f*2 


setzen,  wodurch  die  Gleichung  11)  die  Gestalt 

oder 

» (äy+föy- 


1 


erhalt,  welches  bekanntlich  die  Gleichung  einer  Ellipse  ist. 

Sollte  diese  Ellipse  in  einen  Kreis  übergehen,  so  müsste 
a2  = b2)  also  nach  18) 


d.  i- 


= 0 oder  1 ■=  0 


sein. 


Zwischen  a und  b findet  sowohl  im  Falle  der  Hyperbel,  als 
auch  im  Falle  der  Ellipse  die  Relation 


21)  «■  - (l+  ±Y  § f 


Stall. 


Ist  endlich 

M1+;)  ? 

so  wird  die  Gleichung  11): 

22)  (1+;)^*  F-lAX-A*  = 0, 

und  für  F — 0 ist  also  in  diesem  Falle 


i 
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23)  X — — ? i*  A. 

Setzen  wir  nun  allgemein 

24)  X = — ip  A -f  X, , Y^YV; 
so  erhält  die  Gleichung  22)  folgende  Gestalt: 

(i+iYU^ 

\ v-)  v 

oder 


0 


25)  Yl2  = 


2(jlR2 


Xi  = - 


2 tiR2 


(1  + (t)2A  Äl  (1+  (*)2A 

welches  bekanntlich  die  Gleichung  einer  Parabel  ist,  deren  Para- 
meter 


2 i uR2 
(i+u)2A 


oder 


.2^R2 

(i-\-t*)2A 


ist,  jenachdem  die  Grösse  ~ positiv  oder  negativ  ist. 

Man  sieht  also , dass  das  Bild  einer  auf  der  Axe  der  x senk- 
recht stehenden  geraden  Linie  sowohl  eine  Hyperbel,  als  auch 
eine  Ellipse,  als  auch  eine  Parabel  sein  kann. 

Es  würden  sich  über  die  Lage  der  vorher  bestimmten  Kegel- 
schnitte noch  manche  geometrische  Betrachtungen  anstellen  lassen, 
die  wir  jedoch  der  Kürze  wegen  übergehen  und  nur  noch  Folgen- 
des bemerken  wollen. 

Für  q — 0 ist  nach  5) 

(iAR 


26)  X = — 


, y=  0; 


R 4"  (1  + p)  A 

also  nach  13),  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 


27)  X, 


^(1  “L  P)A~  R y _ Q 


Äa— ( l+ti)2A2’  M 
Die  Werthe  5)  von  X und  Y kann  man , wie  leicht  erhellen 
wird,  auf  folgende  Art  darstellen: 

(iAR 


X 


R+a+tiA 


- (i)' 


\lR 


^ id+rtTi + (|)” 


Y — — 
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wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jc- 

nachdem  die  Grösse  - positiv  oder  negativ  ist.  Nähert  sich  nun 

der  absolute  Werth  von  q dem  Unendlichen,  so  nähern  X und  Y 

sich  respective  den  Gränzen  0 und  X ■J',~ . also  nach  13)  die 

1 + f* 

Grössen  X,  und  respective  den  Gränzen 

P 


P . -T-  iiR 

i /,  , iV2d!  d 

f 4 2 V + f i)  R2 


oder 


pAR' 


~T~7^  und 


pR 


R2  — ( 1 + fO 2 ^ 2 1 1+f* 

Die  Werthe,  welche  XL  für  q — 0 und  ^ -J-  co  erhält,  ver- 
halten sich  also  wie  (i+p)A:R  zu  einander. 

§.  3. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  der  Punkt  (pq)  in  einer 
Kreislinie  liege,  deren  Gleichung 

28)  O — a)2  + (y  — b)2  = r2 
sein  mag.  Setzen  wir  dann 

29)  x — R = X,  y=Y; 

und 

30)  p — R = P , q = Q ; 

so  wie 

31)  a — R—Ay  b =B; 

wo  nun  die  Coordinaten  A,  B ; P,  Q\  X,  1 alle  wieder  auf  das- 
selbe Coordinatensystem  bezogen  sind;  so  haben  wir  nach  dem 
Obigen  die  drei  folgenden  Gleichungen: 


X = — 


(P  — A)2  +((?  — B)2  = r2: 
pR 


32) 


Y = — 


ß + (l 

pR 

fi+a+fO^r  i + (Jj\ 


7 P, 


Q; 
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oder 


(P  — Ä)2  + (Q  — R)2  = r2, 


M= 

px 


Q 

P 


Y 

X’ 


aus  denen  die  Grössen  P und  Q eliminirt  werden  müssen, 
ches  sehr  leicht  ist,  da  nämlich  auf  der  Stelle 


wel- 


RX 


34) 


Q = 


f*  ä + (1  + fO 1 4 

RY 


Y\  2 * 


ft#  + (1 4*  f1)^  ^ 1 4*  (y) 


also 


35)  ^1  + 

4-  ^ 4- 


#X 


i?  4- (1 -f- x 4" 


RY 


ftÄ+a+^xTi  + (|) 

erhalten  wird. 

Bringt  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

36)  | R (ft  .4  -J-  X)  4-  (1 H-  ft)  ^ X n + (i)t 


+ + r)  4*  (l  4-  p)bx  i l + ^— ) 

= r2  jftß+d +^xTi  + (iyj 


und  entwickelt  die  Quadrate,  so  erhält  man  nach  einigen  leichten 
Reductionen  die  Gleichung: 

37)  ff2 1 (x2  (A2 + B2—r2)  + 2;x  (A  X+ B Y)  + X-  + 72 1 
+ (1+  (x)2  Ql2  + B2 — r2)  (X2  + Y- ) 

= - 2 (1  + fx)  ÄX I ,x  (42  + B2  - r2)  -t-  4X  + 571  Tl  + (|)2. 
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Macht  man  diese  Gleichung  rational,  so  erhält  man 


ß+{<*2(Y2  +li-  -r-)  + 2n(A  A'+ß}')+T;  + }'-' j- 


+ (1  +.“)+  (.1-  + B--  r-Y  (X*+  I 2) 

=2M  ^-'•-)5+2(*(.4s+ä»  — r2)  (AX+  BY»  _ ^ 

' TU  I +2 (AX+BY)3-(A2  + ß!  -r2)(Y24- Y2)  j ^ J 

oder 

R*  [)i3 (A-  + B-  — r \)  + 2ß  (A  -Y+  B 1)  + Y2  + Y- } 2 


+ ( 1 + ii)*  (Y2  + B 2 - r-)1  QC-  + Y 2)2 

9/i  , ,2 R,  (f*2 (,l-’+ß2-r2)2+2,a(Y2+ß2-r2)  (AX+BY) 

• ’rn  ) + (AX+BY)-~(AY-B  Y)2  + r2  ( Y2  + Y2) 


J(Y'-f  J-). 


Subtrahirt  man  aber  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  das  dop- 
pelte Product  der  beiden  quadrirten  Grossen  auf  der  linken  Seite? 
so  erhall  man: 


oq\  ( R 2 (A*  4*  B*  - r2)  + 2 fl  R2  (AX  + BY)  j * 

I 4-  (R-  — (1  + f*)2  (A-  4-  B-  — r2) ) (Y2  4-  Y ä)  I 

= 4(1  4- 1*)~  ßJ{r2(Y2  4-  Y2) — (A  Y — ßY)2  } (Y2  4"  Y2). 

Für  A = B=Q  wird  diese  Gleichung 

{ (ß2  4-  (1  + i“)-V2)  (Y2  4-  Y2)  — fi2  fi2  r2  } 2 
= 4(l  + jt)2Ä2r2(Y2  + Y2)2, 

also 

(ß24-(l  +f*)är2)(Y24-  Y2)  — f*2ß-V2 
= ±2(14-f2)ßr(Y24-Y2), 

und  folglich 

{ ß2  q: 2 (1  4-  #*) Rr + (1  + ff  r2 } ( Y2  4-  r2)==  ^ ß2  r2, 
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also 


{ R T (1  + f«) r }' 1 (X2  + T *)  = fi* R- r2, 


39)  x2  + r-'= 


l iR  r 


lÄT  (1  + rtr  ’ 


welches  die  Gleichung  eines  Kreises  ist. 


Es  ist  hier  aber  noch  eine  Bestimmung  nöthig,  wie  man  das 
Zeichen  zu  nehmen  hat,  die  auf  folgende  Art  gegeben  werden 
kann. 

Die  Gleichung  37)  ist  im  vorliegenden  Falle: 

40)  (1  + 1*)2  n}  (X 2 + r2)  - r’ R-  r2 

= 2ft(i  + ft)/i»-2Ar  f n + 

Setzt  man  nun 

X^1  + (a)  =±ß^  (1  + f Or* 
so  wird  diese  Gleichung,  wie  man  nach  leichter  Rechnung  findet: 

0 = 0. 

Setzt  man  aber 


fiRr 


so  wird  die  Gleichung  40),  wie  man  leicht  findet: 


R =F(1  + fO  r = 0. 


Also  muss  man  offenbar 


V + (.1)  “ ± RT  (i  + fO  r 

setzen.  Führt  man  dies  in  die  Gleichungen  34)  ein,  so  erhält 
man  nach  leichter  Rechnung: 
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also 


pR 

7?^F(l+^)r 
H iR 

ju  R 

Wh Tr 

pR 

«W  + f *)r 


F; 

p, 

<?• 


Weil  nun  aber  im  vorliegenden  Falle  nach  32) 

P-  + Q2  — r~ 

und  r natürlich  stels  positiv  ist,  so  ist 

f rr7]|p=  ? 


und  in  dieser  Formel  das  obere  oder  untere  Zeichen  zu  nehmen, 
jenachdem  P negativ  oder  positiv  ist.  Folglich  ist  nach  32) 

I 

Ä?  (1+rir 
42)  » 

Y = — ^ Q • 


wo  die  obern  oder  untern  Zeichen  zu  nehmen  sind,  jenachdem 
P negativ  oder  positiv  ist. 

Vergleicht  man  jetzt  die  Gleichungen  42)  mit  den  Gleichungen 
41),  so  ergiebt  sich,  dass  auch  in  der  Gleichung  39)  das  obere 
oder  untere  Zeichen  genommen  werden  muss,  jenachdem  F ne- 
gativ oder  positiv  ist.  So  lange  also  P positiv  ist,  ist 


X2  + Y2  = 


j i nRr  j2 

IRH1  Jrtl)r  ’ 


So  lange  dagegen  P negativ  ist,  ist 


X2  + Y2  = 


j pRr  j2 


Ist  ft=  1 , so  ist,  so  lange  P positiv  ist: 
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45)  X2+  Y2  = 


2 


dagegen  ist  in  diesem  Falle,  so  lange  F negativ  ist: 

io  **+  y1  - (jy • = / y--2  y. 

\r  RI 

Dass  in  diesem  Falle  der  Kreis,  in  welchem  der  Punkt  ( pq ) oder 
( PQ ) liegend  angenommen  wird,  mit  dem  zurückwerfenden  oder 
brechenden  Kreise  concentrisch  ist,  erhellet  auf  der  Stelle  daraus, 
weil  .4  — 0,  B= 0,  also  nach  31) 


d.  i. 


a = R , 6 = 0 


ist. 


r 


I 


Zweiter  Anhang. 

Ucber  die  Reflexion  bei  den  Kegel- 
schnitte n. 

Weil  in  neuerer  Zeit  in  der  Optik  wieder  zuweilen,  z.  B.  bei 
den  Spiegel -Mikroskopen  nach  Amici’s  Construction,  elliptische 
Spiegel  mit  Glück  angewandt  worden  sind,  eine  gründliche  und 
allgemeine  Untersuchung  der  Reflexion  bei  den  Kegelschnitten  mir 
aber  überhaupt  bisher  nicht  bekannt  geworden  ist,  so  halle  ich 
es  für  zweckmässig,  in  dem  Folgenden  eine  solche  Untersuchung 
mitzulheilen , wobei  ich  jedoch  Für  jetzt  das  in  dem  vorliegenden 
ersten  Theile  meiner  optischen  Untersuchungen  stets  befolgte 
Princip,  auf  die  sogenannten  Abweichungen  vorläufig  nirgends 
Rücksicht  zu  nehmen,  ebenfalls  festhalten,  diese  Untersuchung 
aber  mit  möglichster  Strenge  und  Allgemeinheit  zu  führen  suchen 
werde.  Genügend  wird  es  übrigens  sein,  derselben  die  Betrach- 
tung der  Ellipse  zum  Grunde  zu  legen,  weil  sich  daraus  auf  be- 
kannte WTeise  der  Fall  der  Hyperbel  unmittelbar,  und  der  Fall 
der  Parabel  mittelst  einiger  leichten  Transformationen  der  erhal- 
tenen Ausdrücke  herleiten  lässt.  Vorzüglich  werde  ich  natürlich 
mein  Augenmerk  darauf  richten,  ganz  allgemeine  Formeln  zur 
Bestimmung  der  Lage  des  Bildes  eines  strahlenden  Punktes  zu 
gewinnen,  und  zugleich  den  Begriff  des  Bildes  gehörig  festzu- 
stellen. Ueber  die  sogenannte  Abweichung  wegen  der  Gestalt 
bei  nach  Kegelschnitten  gekrümmten  Spiegeln  muss  ich  weitere 
Untersuchungen  den  folgenden  Theilen  dieses  Wrerkes  Vorbe- 
halten. 


I. 


Die  Gleichung  einer  Ellipse  sei 
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und  P,  Q seien  die  Coordinaten  eines  in  deren  Ebene  liegenden 
Punktes  ( PQ ). 

Von  diesem  Punkte  gehe  ein  Strahl  aus,  welcher  mit  dem 
positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  den  Punkt  ( pQ ) ge- 
legten, dem  primitiven  Coordinalensysteme  der  x,  y parallelen 
Coordinatensystems  den  von  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe 
des  in  Rede  stehenden  neuen  Ccordinatensystems  an  durch  des- 
sen Coordinatenwinkel  hindurch  von  0 bis  360°  gezählten  Win- 
kel © einschliesst,  und  treffe  die  Ellipse  in  dem  durch  die  Coor- 
dinaten X,  Y bestimmten  Punkte  ( X Y). 

% 

Nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  sind 

X--P,  Y—Q 

die  Coordinaten  des  Punktes  (XY)  in  Bezug  auf  ein  durch  den 
Punkt  (PQ)  gelegtes,  dem  primitiven  Systeme  paralleles  System. 
Dieselben  Coordinaten  sind  aber  offenbar  auch 

cos  e y\ x — Ty  + ( r—  öy,  sin  & K(x-py-+(Y-Qf, 
und  wir  haben  daher  die  folgenden  Gleichungen: 


\ x — p=  cos  e V (x—py  + (Y—Qy 

I Y—Q  = sin®  T(X-  l’l'+iY-Q)-; 


oder 


3) 


X=P  + cos®K  (x-py  + (Y-Qf, 

Y — 0 + sin  & K(x~py  + (Y-Qy ; 
aus  denen  sogleich 

4) 

oder 


5)  Y — Q ~(X  — P)  lang  © 


folgt. 


Weil  aber  der  Punkt  (XY)  in  der  Ellipse  liegt,  so  ist 
nach  1) 

Y\2 


also  nach  5) 

V 


,P±(X—P) 


a 


j2  4-  iC>4-(V—  P)  lang  © )*  __  ^ 


Nach  gehöriger  Entwickelung  erhält  mail  aus  dieser  Glei- 


chung 

{a'8ine*  + b'-cose*)(X—  P)7 
-f  2 (jr  Q sin  04  b'2  P cos  0 cos 0)(A—  P) 


= (a-  b2—  a-  Q b 2 P2)  cos  02 


oder 


(y — py  4-2 


a 2 Q sin  0 4"  b2  P cos  0 
a2  sin  02  4"  b2  cos  0’ 


cos  6 (X—P) 


a2  b7  — a7  Q7 — b2  P 2 
a2  sin  02  4 b2  cos  02 


cos  0 


2 


und  durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  ergiebt  sich 

X — P Y — Q a2  Q sin  0-H>2  P cos  0 

cos  0 sin  0 a2  sin  0- 4~  b2  cos  02 


Y" (a2(Jsin  6+b2Pcos6)2-f(ßr  sinW+lrcos  &2){a2b2-d2(J- b2P2) 

a 2 sin  02  4 b2  cos  02 
oder,  weil,  wie  man  leicht  findet, 

(a2Qsin  04  b2Pcos  0)2+  (a2 sin  02  + b2cosQ2)(a2b* -a'Q2  -b2  P 2) 
= a2  b2{a2sin®2+b*  cos  Q2  — (Psin®—  QcosQ)2  J 


ist: 


ö) 


X—P  X— c> 
cos  0 = sm  0 


- (a2  Qsin 0+i 2 Pcos 0) ~$zab}  a2sin 0 24 b 2 cos®2-(Psin S-Qcos 0) 2 

ö2  sin  02  4*  cos  02  1 

wo  nun  zunächst  eine  genaue  Bestimmung  nölhig  ist,  wie  man  in 
dieser  Gleichung  das  Zeichen  zu  nehmen  hat,  welches  eine  Un- 
terscheidung der  folgenden  Fälle  erfordert. 


I.  Wenn  der  Punkt  (PQ)  innerhalb  der  Ellipse  liegt, 
offenbar 


so  ist 


also 

a2  Q2  4*  b2  P2  < a2  b2,  a2  b2  — a2  Q2  — b2  P2  0. 

Weil  nun  nach  dem  Vorhergehenden 

a 7 b2  {a2  sin  024-  b 2 cos  02  — ( Psin  0 — Qcos  0)2} 

= (a2  Q sin®-\-  b2  Pcos®)2  •\‘{a2sin®2  •\-b1cos®2){a2b2-a2 Q2-b2 P2) 


ist , so  ist  in  diesem  Falle  offenbar 

Y' a2  sin  02  -j-  b 2 cos  ®2  — (P  sin  0 — Q cos  0)2 

jederzeit  eine  reelle  Grösse.  Das  Product  der  beiden  reellen 
Grössen 

— ( arQs'm ® + b2Pcos ®) 4* ab  J a1  sin ®2 -f-  b2cos  ®2—  ( Psln®—Qcos  0)2, 

—(a 2 Q sin  ® + b2Pcos  0)  — ab  V a2sm024-  b2cos®2—(Psin  ® — Q cos  0) 2 

ist 

{a2Qsin®-\-b2Pcos®f—  a2b2\a 2 sm02  4-  b2cos®2  — (Psin®  — Qcos®)2\ 
— — (a-  sjrc  02  + &2  cos  02)  (a2£2  —a2Q2  — b2  P2), 
also , weil  nach  dem  Obigen 

a2b2—a2Q2—b2P*>  0 

ist,  eine  negative  Grösse.  Folglich  haben  die  beiden  in  einander 
multiplicirten  Grössen,  welche  wir  der  Kürze  wegen  durch  31  und 
N bezeichnen  wollen,  entgegengesetzte  Vorzeichen.  Weil  nun 

31  N=2  ab  K a~  sin  ®2  -j-  b2  cos  ®2  — (P sin  ® — Q cos  0)2 

ist,  so  ist  31 — N eine  positive  Grösse,  und  folglich,  weil  Jiund 
N entgegengesetzte  Vorzeichen  haben,  offenbar  31  positiv  und  N 
negativ.  Nach  4)  ist  nun 


X—  P 


Q 


V{x  — py+(Y—  q)1 


cos  0 sin  0 

stets  eine  positive  Grösse.  Also  muss  man  in  der  Gleichung  8) 
das  obere  Zeichen  nehmen,  d.  h.  man  muss 


9) 


X—P  Y—  Q 


cos  0 sin  0 

% 

— (a2Q  sin®3r  b2Pcos  0)-j-  abY' a2sin®2-\~  b2cos®2-(Psin®-Q  cos®)2 

a2  sin  ®2  -f"  cos  ®~ 

oder,  wie  man  leicht  findet: 

10)  = 

a{Psin®-Qcos  &)sin  ®-\-bcos  ®Y  a2sin  024 ~b2cos®2-(Psin  ®-Qcos  0)2 


a 


a1  sin  ®2  4”  b~  cos  ®2 
Y= 


b(Psin®-Qcos®)cos®-asin ®V^  d1  sin®2jrb2cos®I~{Psin®-Qcos®)2 

a 2 sin  ® 2 4~  b2  cos  0* 

setzen. 

Grunert  optische  Untersuch.  !• 
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II  Wenn  der  Punkt  {PQ)  ausserhalb  der  Ellipse  liegt,  so  ist 
offenbar 


also 


(3* +(*)’>•■ 


a-  Q 2 + b 2 P2  > a2  Ä2 , fl2  b2  — a2  (>2  — £2  P2  < 0 . 
ln  diesem  Kalle  kann  die  Grösse 


a2  b { d2  sin  02  4"  b2  cos  0* — (P sin  0 — Q cos  0)2  ] 

= (a2  {)sin0+b2Pcos0)2-{d2sin  02+  b2cOS02){a2Q2  + b2P2 
und  daher  auch  die  Grösse 

a 2 sin  02  + b2  cos  02  — ( P sin  0 — (J  co«  0)2, 


weil  nach  dem  Vorhergehenden 

a2Q2  + b2P2  — a2  b2>  0 
ist,  positiv  und  negativ  sein. 

Wenn 


a 2 «in  02  + b2  cos  02  — {Psin  0 — (J  cos  0)2  Z>  0 
ist,  so  sind  die  Coordinaten  X,  1' reell. 

Wenn  dagegen 

a 2 sin  ©24-  b2  cos  02  — {Psin  0 — Qcos  0)2<O 
ist,  so  sind  die  Coordinaten  X,  Y imaginär. 

Also  entspricht  offenbar  die  Gleichung 

a 2 sin  02  4~  b2  cos  02  — ( Psin  0 — Q cos  0)2  = 0 

oder 


a'b2), 


1 1)  (fl2  — P2)  sin  02  4-  ( b 2 — Q2)  cos  02  + 2 PQ  sin  0 cos  0=0 
den  von  dem  Punkte  {PQ)  an  die  Ellipse  gehenden  Berührenden. 
Wenn 

fl2—  P2  = 0,  b2~Q2  = 0 

ist,  so  verwandelt  sich  die  vorhergehende  Gleichung  in 

2 P Q sin  0 cos  0 = 0, 

und  wird  erfüllt 


durch  sin  0 = 0 und  durch  cos  0 = 0. 

Wenn 


a2  — /j2  o , nicht  b2  — Q2  = 0 
ist,  so  verwandelt  sich  die  obige  Gleichung  in 

{b2  — Q2)  cos  02  4~  2 P Q sin  0 cos  0 = 0, 


ooy 


und  wird  erfüllt 


durch  ( b 2 — Q2)  cos  S-\-2P  Qsin  @=  0 und  durch  cos  0=0, 


d.  i. 


i ^ 2 P Q 

durch  cot  0 ==  — 77 77* 

— V' 


und  durch  cos  0 = 0. 


Wenn 

nicht  a-  — P 2 ---  0 , b 2 — ()2  = 0 
ist,  so  verwandelt,  sich  die  obige  Gleichung  in 

(a2  — /,2)  sin  02  + 2 /*  ö sin  0 cös  0 = 0 , 

und  wird  erfüllt 

durch  (a2 — P2)  sin  @ 2 P Q cos  @ = 0 und  durch  sin  0 = 0, 
d.  i. 

2 PO 

durch  tanq  0=  — -7 ^ und  durch  sw  0 = 0. 

Wenn 

nicht  ö2 — P2=0,  nicht  62 — ß2  = 0 
ist,  so  ergiebt  sich  aus  unserer  obigen  Gleichung 

2 PQ  t 

lang  0*  -f-  a tan9  ® = — /J2 , 

also,  wie  man  durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung 
leicht  findet: 

i2) 

a~  — / 


oder 


13)  tang  0= 


— P0±  ^a2Q2-}-b2P2—a2  b2 


a 2 — /» 

welches  wegen  der  gemachten  Voraussetzung  immer  eine  reelle 
Grösse  ist. 


Wenn  Q positiv  ist,  muss  man,  wie  sogleich  aus  einer  leicht 
zu  construirenden  Figur  erhellet,  0 immer  zwischen  180°  und  360° 
nehmen.  Wenn  dagegen  Q negativ  ist,  so  erhellet  eben  so  un- 
mittelbar aus  einer  leicht  zu  construirenden  Figur,  dass  man  0 
immer  zwischen  0 und  180°  nehmen  muss. 

Nach  8)  haben  wir  nun  die  folgenden  Ausdrücke : 

15* 


ooc 

CI 


( I 


14)  X = 

a(  l'snt  ®-  Qco» ®)  sin S^bcos &t  a*sin ^4* b*co$ 8*-(  Ptin G-Qco$G)* 

a~  sin  ® 1 -|-  fr  cos  ®2 


-b 


Y = 

h ( I *s in ®-Qcos ® ) c o s a s i n ®V  a2sin  ®2-\-f>2cos  ®2~{ Psin ®- Qcos ®)2 

a~  sin  ®2  -f-  fr  cos  ®2 

Selzen  wir  der  Kürze  wegen 

X'  = 

a(  Psin  ®-Qcos  S)sin  ® -f  bcos  ®y  a~  sin  ®2  -\-  b2  cos  ®‘2-{ Psin  ®-Qcos  ®)2 

(r  sin  ®2  + b2  cos  ®2  ’ 

X"  = 

a(Psin®-  Qcos  ®)sin  ®-  bcos  S)  a2  sin®1- h fr  cos®2-  {Psin®-  Qcos®)2 

a 2 sin  ®2  -f-  fr  cos  ® 2 
und 

r = 


a 


-b 


b{Psi n ®- (Je os  ® )cos  ®-asi n ®)  a 2si n ®2-\-b 1 cos  ®2-{Ps i n ®- Qcos ®)2 


ar  sin  02-|-  fr  cos  ®2 
Y" 


- b 


b{Psin ®- Qcos ®)cos ®-\-asin ®)  ärsin ®2-\-b2cos ®2-(Psin®~ Qcos ®)* 


a 2 sin  ®2  + b2  cos  ®2 


so  ist 


tr' 


X 


} 


X"  ’ 1 ~ l Y" 


Durch  Subtraclion  findet  man  leicht 

Y*  y"  _ ? °b ®J  d2  sin  ®2  -f-  fr  cos  ®2  ( Psin  8—  Q cos  ®)2 

ä2  sin  ®2  + b2  cos  ®2 

Nehmen  wir  nun  immer  an,  dass 

y a~  sin  ®2  4“  b2  cos  ®2—  {Psin  ®—Q  cos  ®)2 

eine  reelle  Grösse  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen,  wenn  Q posi- 
tiv ist, 

180°  < ® < 360° 
also  sin  0 negativ,  und  folglich 
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r — r"  < o,  also  r'  < r". 

Wenn  dagegen  0 negativ  ist,  so  ist 

0 < 0 < 180°, 
also  sw  0 positiv , und  folglich 

Y'  — r"  > 0,  also  Y'  > Y". 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  eine  leichte  Betrachtung  auf  der 
Stelle,  dass  inan  für  den  Durchschnittspunkt  der  von  dem  Punkte 
(. PQ ) ausgehenden  geraden  Linie  mit  der  Ellipse,  welcher  am  wei- 
testen von  dem  Punkte  (PQ)  entfernt  ist,  in  den  Formeln  14)  im- 
mer die  obern,  für  den  anderen  Durchschnittspunkt  in  diesen  For- 
meln immer  die  untern  Zeichen  nehmen  muss. 

Bemerkt  mag  hier  noch  werden  , dass  man  mittelst  des  Vor- 
hergehenden auch  leicht  die  Gleichung  der  durch  den  beliebigen 
Punkt  (XY)  in  der  Ellipse  gehenden  Berührenden  derselben  ent- 
wickeln kann.  Die  Gleichung  dieser  Berührenden  sei  nämlich 

y — Y — A(x  — X) . 

Ist  nun  (PQ)  ein  beliebiger  Punkt  in  derselben,  so  ist 

Q — Y — A(P  — X). 

Behält  aber  0 seine  frühere  Bedeutung,  so  ist  nach  den  Lehren 
der  analytischen  Geometrie  bekanntlich 

A = tang  0, 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

Q — Y — (P — X)  tang  0, 
und  folglich  nach  12) 

(V  - P~)  (Q  - Y) 

= — | P Q T V P2Q2  — (er  — /'•’)  (6-  — (Y)  | {P—X) 

oder 

± (P  — X)  V /»  Q-  — (a-  — p-)  (b-  — W) 

\ 

= pq(p — X)  + w-p-)(Q-r). 

Quadrirt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung,  so  ergiebt  sieh 

y;-  -f  ( b -- Q-)  (P-X)*=—2PQ(P-X)(e-r), 

also 


2.10 

y)-  + b-(i‘—x)- 

= PHQ- r)s+  QHP—  x)*— 2PQ(P—  X)(Q—  )') 

- {i,(Q-r)-Q(P-X)  V 

= (x  <j  — Ypy 

= {X(Q-Y)—Y(P-X)\2 
=x*{Q—ry-\-r2(p-xy—2xr(p—xyQ—Y), 
und  folglich 

(a'2-Aj)  (Q-ry  4-  o2—  Y2)(P-xy  4-  2 a y(p-  -v)(y  - 1')= o. 

Wegen  der  Gleichung  der  Ellipse  ist  nun 


also 


2 »2 

o v2  ® v 2 1 2 V'2  ° Vj  . 

a*  — A~  = - /•  — J * = — ; 

7 a- 


) - (v->03+  ^ (>’-  A>2  + 2Y  y(p~Ä)  (Q- y) = o 


a 


oder 


«4  r 2 ( q - r)2  + b\\ 2 (P-  ^)24-  2a2$2  x y(p-x)(Q-y)= 0 
d.  i. 

2 


oder 

also 


{«*>■ •((>— )->  + 4U-(/'— -V)}  =0 


a*Y(Q—  r)  + AM'(/*—  X)  =0, 


b2X 

q-y=-L±  (p-jy). 

a~  / 


l)a  man  nun  aber  für  P,  (J , welches  die  Coordinaten  eines  be- 
liebigen Punktes  in  der  durch  den  Punkt  (X  Y)  in  der  Ellipse 
gehenden  Berührenden  derselben  sind,  offenbar  x,  y schreiben 
kann,  so  ist 

l0)  y (X—  X ) 

die  gesuchte  Gleichung  dieser  Berührenden,  und  folglich,  wie 
sich  leicht  aus  den  bekannten  Principien  der  analytischen  Geo- 
metrie ergiebt, 

16)  y-  >’=  (x-X) 


2;n 


die  Gleichung  der  dem  Punkte  (X  Y)  entsprechenden  Normale  der 
Ellipse. 

Nach  dieser  vorläufigen  Untersuchung  über  die  Durchschnitts- 
punkte gerader  Linien  mit  der  Ellipse  wollen  wir  nun  zu  der  Be- 
trachtung der  Reflexion  bei  diesem  Kegelschnitte  selbst  über- 
gehen. 


II. 


Wir  wollen  daher  jetzt  annehmen,  dass  die  Ellipse  von  ei- 
nem von  dem  Punkte  (PQ)  ausgehenden  Strahle  in  dem  Punkte 
( X L)  getroffen  werde.  Denken  wir  uns  diesen  Strahl  von  dem 
Punkte  (XV)  ausgehend,  und  bezeichnen  den  von  ihm  mit  dem 
positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  den  Punkt  (XY)  ge- 
legten, dem  primitiven  Systeme  parallelen  Systems  eingeschlos- 
senen, von  dem  in  Rede  stehenden  Theile  der  ersten  Axe  dieses 
Systems  an  durch  dessen  Coordinatenwinkel  hindurch  von  0 bis 
360°  gezählten  Winkel  durch  cp]  so  ist,  weil  nach  der  Lehre  von 
der  Verwandlung  der  Coordinaten 

P — V,  Q — Y 

die  Coordinaten  des  Punktes  (PQ)  in  Bezug  auf  das  durch  den 
Punkt  (XL)  gelegte,  dem  primitiven  Systeme  parallele  System 
sind,  offenbar: 

|7i  \P-X=cos<pr (P-X)-  + (Q^Yf, 

| Q—Y=sin cp V (P—  XY! 

also 


cos  (p  = 


sin  cp  = 


P — X 

r (i>—xy--f-(Q—ry2  ’ 

Q-r 

r(i>-xf+(Q-rr-' 


Bezeichnen  wir  den  von  der  als  aus  dem  Punkte  (X  Y)  aus- 
gehend gedachten  Normale  der  Ellipse,  deren  Gleichung  nach  16) 

19)  9-r=  ~^(:V~X) 

ist,  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines  durch  den 
Punkt  (XL)  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  parallelen  Systems 


eingeschossenen,  von  dem  in  Hede  siebenden  Theile  der  ersten 
Axe  dieses  Systems  an  durch  dessen  Cordinatenwinkel  hindurch 
von  0 bis  3ü0°  gezählten  Winkel  durch  cp',  so  ist  bekanntlich 


rr  Y 

20)  taug  cp  — 


Also  ist 


cos  Cp  ' — 


b ‘ Y- 


1 + tangcp a + > J -f-  b*  X2  y 


und  folglich 


b2X 

cos?  -=  ± 


Weil  nun  nach  20) 


sin  cp  lang  cp  cos  cp 


a-y 


ist , so  ist 


b~  X 

ar  } 


COS  cp 


sincp 


^ T a*  r-  + t,*x2 


und  wir  haben  daher  die  beiden  folgenden  Gleichungen,  in  denen 
die  obern  und  untern  Zeichen  sich  auf  einander  beziehen: 


b~X 

V a*  Y1  + l>*  .V2’ 

_ rtVj; 

Ca*  X'+  CJi3' 

Ist  cp{  der  von  dem  aus  dem  Punkte  ( X )')  ausgehenden  re- 
flectirten  Strahle  mit  dem  positiven  Theile  der  ersten  Axe  eines 
durch  den  Punkt  (XY)  gelegten,  dem  primitiven  Systeme  paral- 
lelen Systems  eingeschlossene,  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher 
genommene  Winkel,  so  liefert  uns  das  Grundgesetz  der  Katoptrik 
nach  einem  bekannten  Satze  der  analytischen  Geometrie  die  fol- 
gende allgemein  gültige  Gleichung: 

cos  cp  cos  cp  4-  sin  cp  sin  cp  = cos  cp'  cos  cp{  -f-  sin  cp'  sin  <p,  , 

d.  i.  nach  18)  und  21)  die  Gleichung 

62X(P  — X)4-  a2  Y(Q  — Y) 

C{p  — x)3  + (Q  — r)1  = b~ x cos 9l  a' Y>in 9l > 


cos  cp'  — 4: 


21) 


sincp * = 


22) 
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wozu  noch  die  Gleichung 

23)  cos  <p,L’  -{-  sin  cp  = 1 

kommt.  Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  sincpl  , so 
erhält  man  nach  leichter  Rechnung  die  Gleichung 

2 Ä2  X { P X(  P - X ) + a-  Y(Q - r ) } 

(a4  1'2+  b\X-)K (/'- X)  '+  ((>-  Fj2 


a-‘r-{(/’-X)-,+((?-r)s}  — {Ä2X(/'-X)  + a2F(0-F)}2 

(«4f2  + ä4x2)  {(i>-xy  + (Q-rf\ 

und  durch  Auflösung  dieser  quadratischen  Gleichung  ergiebt  sich: 

24)  cos  9,  = 

4*X(65X(7,-Jr)4- a2  l'((>-l’)j±a2  1'  {a2F(F-X)-42X(0-F)} 

(a4  ri  + b*x2)V  (p—xy2 +(Q—ry- 

Weil  ferner  nach  22) 


sin  (pl  = 


62X  , A2X(P-X)  + aar((>-D 

~ T-r-COS^!  -f"  ■ > I • — 

a-r  a-Y^(p_xy- + (Q-Y)2 


ist,  so  erhält  man  mit  Beziehung  der  obern  und  untern  Zeichen 
auf  einander: 


25)  sin  <pt 

__  a-Y  {a2X(/»-X)+  a2Y{Q-Y')\^-b"x{a-Y(P-X)-b2X(Q-Y)} 

~~  (a4  r2  + Ä4x>)  ni’-xy  + (Jf~Y):  ' 

Wollte  man  in  den  Formeln  24)  und  25)  die  obern  Zeichen 
nehmen,  so  würde  man 


P — X Q—Y 

V{P— X)2  + ((>  — Yf  K(I‘-X)2  +(Q-Y)- 

aiso  nach  18) 

coscp{  = cos  cp,  sin  cp  v = sin  cp; 

folglich  cp{  = cp  erhalten,  und  der  reflectirle  Strahl  würde  also 
mit  dem  einfallenden  Strahle  zusammenfallen,  was  wenigstens  im 
Allgemeinen  ungereimt  ist.  Daher  muss  man  in  den  Formeln  24) 
und  25)  die  untern  Zeichen  nehmen,  d.  h.  es  ist 
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26) 


COS  (fi 


sin  cp 


(b4X2-a4  ) -)  jP-  -V)  -f  2a2b2XY((J-  > ) 

(V  > 2 4 b* X-) y (p _ xy2+J(>~'Y y2 

ja4  F2-~Z>4V2)(  (>-  }')  4-  2fl-  6‘4V  ) (/'-  -V) 

Ca4  F24  A4.r2)  }^(p—  xy2  4-  ((>  — F)~2 


und  folglich 

27)  /a«<7<3P,  = 


2a2  Z»2 .1  ) (T-  ,1)4-  (fl4  1 2-  Z/M'2)  ((Z-  K) 


2 fl2  b~  A Y(Q  Y ) (fl4  ) ~ /,M -)</>-  -.1  i • 

Führt  man  den  Winkel  (*)  ein,  so  erhält  man  nach  2) 

(fl4  ) 2 — b4  X2)  cos  S — 2 a2  b2  X ) sin  & 
a4  Y2  -b  b4  X 2 ' 

(fl4  ) 2 — Z>4  ,V2)  sin  © 4*  2 a2  Ir  X Y cos  © 


cos  cpL 


28) 


sincp  , 


A4  K24  64,V2 


oder 


29) 


a4  Y*-b4X2 


2a2b2X  Y 


cos*<=  ä«r»~+*«r» cos  0 ~ *•'" 0 - 

}’2  — b*A'2  . n 2 a2b2XY 

sin  <y  — . ....  . . ....  cos  (y : 


SIHV,=-  a4  Jä_|_  b*Ä2 


a * Y-i  + b'X 


also 


‘u\\  , ~ _ (fl4  Y2^-b4X2)  sin®-Y2a2  b2X  Y cos  © 

JU)  ,an°  'Pl  ~~  (V  Y'-~  b*X-)  cos  9— 2a!  b‘!X  Ystn  & 


Setzt  man 


31)  tätig  « — 


2 « 2 b2  X Y 


a4  Y2  — b4X4  ’ 

so  wird 

32)  tangcpl  — — tang  (©4  ®). 
Auch  findet  man  leicht  die  folgenden  Ausdrücke: 

fl4  Y2  — b4  X2 


COs(@  4 <Pi) 


fl4)'2 4 b4X2  ’ 


33)  + 


tangiß 4 9>,) 


2 a2  b2  X Y 
A4  ) 2 — b4  X2 


und 
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„ a*  L2 — bl  X1  n 2 a-i-AF  . 0(£l 

cos(e  — a*Y*+ b*X*C0S 20  a*Y-+b*XiSln2  ’ 

34)  |«i»  (©—  <pj  = sin  2 0~^  /Jv'+l+X2  C°s2& ’ 


tang(@-cp ,) 


(a4  r 2 — i4  A'-)  Sin  20  + 2a-  b2XY  cos  2 0 
(VT2  — A4T2)  cos2  © — 2 a2  A2 .V y sin 2 0 ' 


Die  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  reflectirte 
Strahl  liegt,  ist 

„ v 2a2A2AT(D-A)  + (a4r2-/TY2)(C>-L),  _ 

Jy  ~ 2aAb2XY(Q  — T) — (a*  Y2 — b*X2)(P — Ar) ' x ’’ 


oder 


36)  y 


2a2b2XYcos  @-f- (a4  Y2—  b4X2)  sin  ® 

~~  2ä?b-XY  sin  0 — ( a 4 Y--  b+Ä-)  cos  0 ^ 

oder,  wenn  o seine  obige  Bedeutung  behält: 

36*)  y — Y = — (x — X)  tang  ( 0+  co). 


Bezeichnen  wir  die  erste  Coordinate  des  Durchschnitlspunkts 
dieser  geraden  Linie  mit  der  Axe  der  x durch  Pv , die  zweite 
Coordinate  ihres  Durchschnittspunkts  mit  der  Axe  der  y durch 
Qt ; so  erhalten  wir  aus  35)  leicht: 


2 a*b2XY(Q-Y)-(a*Y2-b*X2)(P-X)  r 
2 a2b-XY  (P-X)  + (a+  Y2-b*X2)  ( Q-Y ) Y’ 

2a 2 b2XY  (P- X)  + (a*Y2~b*X2)(Q-Y) 

2 a2  b2X  Y(Q-Y)~(a*  Y 2 -b*X 2)  (P-X)Ä  ’ 

und  hieraus  ferner: 

38)  Pt  = 

2asb2XrtX(ij-X)-  r(Q-r)t  + (a*r2-b‘tx2)ix(()-  y)+y(p~x ) i 
2a2b2XY(P—X)  + (a*Y2  — bJtX2)(Q  — Y) 

Q*  = 

2a-b2XY’,X{P-X)-  r((>-r)l  + (aT2-  b*X2)  |X(0-  1)4-  Y(P-X)  1 
2a2b2XY(Q-Y)-(a*Y2-b*X2){P~X) 

welche  zwei  Gleichungen  man  auch  auf  die  Form 


V \ -Irl,'  X )•+  («*  b*X  ■-')(/',  X) 

] {>  — Y ~ ' 2a2b2X('Pl-X)-(ai  )--  A'X2)  ’ 

()-  ) 2«-’ //- -X2  )•—  (V  r-  - X ■)  ((>,  - I ) 

X P-X  2a2b2Y(Ql -r)  + (aiYi-biX-)  ’ 

oder  auf  die  Form 

{ 2fl- b-x ( (P—X )(P1-X)-Y2)- (a 1 (f/’-X )+(/*, -X )) } Y 

= — { 2 a2  42  X )' 2 -|-  (a4  r2  — i4  X s) (/*,  — X ) J (>, 

{2a262  )(«>-  )')((<,-  h-X2)  + (a'r2-44X-’)((()-  r)+«?,-i))}x 

= - {2a2A2X2  Y—(a*  K2— A4X2)((>I  — K)}  P 
bringen  kann. 

Für  (J  — 0 wird  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen: 

2a2b2X { (P-X)  (/',  -X)-)- 2 } -<y  Y 2-b*X 2 ) { (P-X)+(P{ -x ) } 0 . 

Diese  Gleichung  bring!  man  leicht  auf  die  Form: 

2 a2  b2  X PPt  — (2a2  b*  X2  + a*  Y 2 — b*  X 2 ) (/'-f  Pt ) 

= — 2 (a2  — b2)  (a2  Y2+b2X2)X, 

d.  i.,  weil 

2aib2X2  + ai  Y 2 —b*  X2  = b2  {a4  -f  (a5-*2)X2} 
a 2 Y 2 + b2  -V2  = «2  b2 

ist,  auf  die  Form: 

2a2XPP,  — (a4+e2X2)(P+P,)  = — 2a2  e2  X , 

wo  e seine  bekannte  Bedeutung  hat,  und  erhält  hieraus  sogleich: 

2a2  e2  X — (a4  Xe2  X2)P 
P,~  a4  + e2X2-2a2XP  ' * 

Für  P—O  wird 

2 a2  e2  X _ 2X 

ch  er 

Für  P — e wrird,  wie  man  leicht  findet,  Px  — — e,  d.  i. 
eine  constante,  von  X unabhängige  Grösse,  worin  die  bekannte 
Eigenschaft  der  Brennpunkte  der  Ellipse  enthalten  ist. 
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III. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  zwei  von  dem  Punkte  (PQ) 
ausgehende  Strahlen  die  Ellipse  in  den  beiden  Punkten  (XL)  und 
(Xi  YJ  treffen.  Dann  sind  nach  35) 


/ __  2 b2X  Y(P—  X)  + Y2  - b4  X2)  (Q-Y)  _ 

\'J  2a2b2XY(Q-Y)-(a4  Y^-b*  X2){P-X)  ' ' ’’ 

39)/ 

j y 2aHtx,  r.iP-xj-HrfrS-bWXQ-rt) 

\ J 1 2a’b-X,Y,  (Q~Y,  )-{a4Y,--b*X,T)(P~X,)  0 

die  Gleichungen  der  beiden  geraden  Linien,  in  denen  die  ent- 
sprechenden refleclirten  Strahlen  liegen ; und  wenn  man  also  aus 
diesen  beiden  Gleichungen  die  Grössen  x , y mittelst  gewöhnlicher 
algebraischer  Elimination  bestimmt,  so  erhält  man  die  Coordina- 
ten  des  Durchschniltspunkts  der  beiden  geraden  Linien,  in  denen 
die  entsprechenden  reflectirten  Strahlen  liegen. 

Wenn  man  nun,  indem  man  X,  Y als  constant  betrachtet, 
diesen  Coordinaten  sich  die  Coordinaten  X1}  Yi  bis  zu  jedem 
beliebigen  Grade  nähern  lässt,  und  dann  die  Coordinaten  xy  y 
sich  zwei  völlig  bestimmten  Gränzen  X,  ?)  bis  zu  jedem  beliebi- 
gen Grade  nähern,  so  soll  der  durch  die  Coordinaten  X,  ?)  be- 
stimmte Punkt  (£§))  das  dem  Punkte  (XY)  der  Ellipse 
entsprechende  Bild  des  Punktes  (PQ)  genannt  werden. 

Um  zu  untersuchen,  ob  es  nach  diesem  Begriffe  ein  dem 
Punkte  (XY)  der  Ellipse  entsprechendes  Bild  des  Punktes  (PQ) 
giebt,  und  zugleich,  wenn  dies  der  Fall  ist,  dessen  Coordinaten 
X,  S zu  bestimmen,  wollen  wir  der  Kürze  wegen 

l r=  2 a2b 2 X Y(P-X)  + ( a 4 Y2  - b4  X2)  (Q-  Y ), 

40 -*  | w=  2a}  b'1  XY  (Q-  Y )-(«■*  Y 2 - bi X-)  (P-X) 

und 

t u - 2« 2 b2X,  Y,  (P-Ä\)  + (a4  L, 2 — Z>4  Ä\  2) «?-  Lj), 

41)  { 

j 1Lj=  2a7  b2 XL  Lj  ( Q - Y±  ) - (a4  Lj  2—b4 Xr  2)  (/>-  A] ) 

setzen.  Dann  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  x,  y 
die  Gleichungen: 
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( V — y = -^y  (x  — A')> 

42) 

( y — i]=  ~ - Xi). 

Eliminirl  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  y,  so  erhält  man 

T=r,  c- v—  v, )— Tr,  (f— r, ) 

} \V  V \vx  — w F, 

Weil  bekanntlich 

y2  = <«* — jr*>,  iv  = 

64  64 

ist,  und  man  X,  sich  dem  X nähern  lässt,  so  ist  für  X=X1  na- 
türlich auch  F = Yl  und  F=  F, , W = 1F, , woraus  sich  ergiebt, 
dass  für  X = X,  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 

Vx(Ä—Xx)  — WX(Y — Yx) 

V Wl  — wvl 

verschwenden.  Entwickelt  man  nun  die  DifTerenlialquotienten  von 
F,  (X — Ä\  ) — Wx  (Y — r,  ) und  VWX  — WVX 

in  Bezug  auf  X,  als  veränderliche  Grösse,  wobei  X,  und  also 
auch  F,  als  constant  betrachtet  wird , und  bezeichnet  die  Werthe, 
welche  dieselben  erhalten , wenn  man  X,  =X,  F,  — Y setzt,  durch 
52  und  52, ; so  ist,  wenn  die  Grössen  52  und  52,  nicht  beide  zu- 
gleich verschwinden , nach  den  Principien  der  Differentialrechnung 
der  Bruch 

52^ 

52, 

die  Gränze,  welcher  der  Bruch 

F,  (X-  A] ) - wx  ( r — F,) 

F )F,  — WVX 

sich  nähert,  wenn  man  X,  sich  dem  X,  also  F,  sich  dem  F nä- 
hern lässt,  und  folglich  nach  dem  Obigen  offenbar 

de  — x fi 
W ~ 52,  ’ 

mittelst  welcher  Gleichung  BE  leicht  bestimmt  werden  kann.  Daher 
wird  es  jetzt  zunächst  aut  die  Entwickelung  der  Grössen  52  und 
52,  ankommen. 
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Mit  Rücksicht  darauf,  dass 

d Y , b2Ä\ 

a*Yi 

ist,  erhält  man  nach  leichter  Rechnung: 

__  _ _ — - ( p-  ä,  ) 

- 2 i*(«2  + 6*)  A'.ce-r,) 

Fi 


und 


|-p-  = 24’  («2  + 4’)A-,  (7>  — .V,  ) 
2 b' (a*  YS  - b*  XS) 


+ 


Ft 


(e— y.) 


+ anS+bKYS; 


und  weil  nun 


und 


a(K,  (*—*,)  — y,(r— rt)> 

ajr, 

_ (X_  X 1 ^2_rr_r-)  ^!._r  +Wr  £Z 1 
— <•  1')  <9X,  r,J  (91,  1 ^ 1 <9 JTt 


d(rr,  — ir r, ) _ <?  if_,  _ £_r, 

<?.r,  &r, 


ist,  so  ist,  wie  man  ebenfalls  nach  leichter  Rechnung  mit  Hülfe 
einiger  sich  von  selbst  ergebenden  Reductionen  findet: 


und 


v fl"4  1 


+ 2gI  g4,a*  -l  {(p— -v>J+((>— r)J}. 


Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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$ 


X 


\y 


l>KY(P-X)  + a2  r ((>-)  ) 


und  weil  nun  wegen  der  Gleichung 


olfenbar 


ist , so  ist  auch 


y — y = \y  (x  — X) 


5 — X ty  — Y 
W V 

3)—  r 

v 


b*  X(P-X)+  a*  YfQ - Y) 

(a4  Y-'+b'X-J  [ b-XO>-X]+a- YCQ-  Y)\+2a4b4  {(P-Xf+fQ-  Y)~  J 
Also  ist 

44)  £ — X== 

5 b2X(P-X)+a2Y(Q-  Y)}{2a2b2XY(Q-YJ-(a4Y2-b4X2KP-X)} 

~~  La*  Y2+b4X-)  ( b-X(P-X)  y a2  Y( Q- Y)  j + 2a4 b4 1 (P-X)H(Q- rj2  J ’ 

S)  - Y = 

{ h-X(P-X)  + a-  YfQ- l'j}  { 2a-lrXY(P-X)+(ai Y2-b 4 X (Q- Y) } 

~ (a*  Y--  + b4X2){  b-X(P-X)- 1-  a*  Y(  Q-Y) } +2 a*bl  < (P-Xf+fQ- yf  j ’ 

durch  welche  ganz  allgemeinen  Formeln  die  Lage  des  dem  Punkte 
{XY)  der  Ellipse  entsprechenden  Bildes  des  Punktes  (PQ)  voll- 
kommen bestimmt  ist. 

Auch  erhält  man,  wenn  E die  Entfernung  der  Punkte  [ XY j 
und  (£?))  von  einander  bezeichnet,  aus  diesen  Formeln  leicht: 

45)  E2 = 

(a4  )•-+ b4  X2)2  { b"-X(P-X)+  a2  Y (Q-  r;} 2 f CP-  X j'-\-  (Q-  YT- } 

{ ( a 4 r-+ b*X2) UrX(P- XJ+  a2  Y(Q-  Y) ) + 2a*b*((P-Xy2+(Q-Y)2)  j 2 ’ 
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Wenn  wir  den  durch  die  Coordinaten  — a,  0 bestimmten 
Scheitel  der  Hauptaxe  als  Anfang  der  Coordinaten  aimehmen,  so 
müssen  wir  in  den  vorhergehenden  Formeln  für 

P,  0;  X,  Y;  de,  ?) 

respective 

P — a , Q ; X — a,  Y;  de  — a, 
setzen.  Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

2=  {b’(X-a)(P—X)+a2Y(Q-Y)} 

X {2a-  b2  (X-a)  Yt_Q-Y)-(aiY--bi(X-a)2)LP-X)}  , 

2,  ={i5(X—  a)(P—  X)+a2YCQ~Y)} 

X {2aibiCX-anCP-X^  + CaiY‘i-bHX-a)-)(Q-Y)),  ' 

N — { a*  Y-  + b*  (X- a)-\{bH  X-a)(P- X)  -f  a-  Y(  (>—  rj»  } 

+ 2a*b 4 {(P—  xf  4-  CQ—  rr-  1; 

oder,  wenn  der  Parameter  der  Ellipse  wie  gewöhnlich  durch  p 
bezeichnet,  also 

p — b*  = \ap,  bA=\(r  p 2 

gesetzt  wird: 

Z = {iapfX-ajer-  X)  + a*  YCQ—Y)} 

X [a3p(X-a)  Y(Q-Y)-(a4Y2-\a2p2(X-a)2)(P-X)}, 

Z,=  ap(X-a)fP-X)+a*  Y(Q-Yj) 

X {a3pCX-a)  Y(P-X)  + (a4  Y--ia*p2  (X-aF)CQ-  r)}, 

N—  { a*  Y2  + \ a- p2(X- af  )\[ap  ( X - a)  (P-  X)  + a 2 Y(Q- Y)  } 

+ \a,‘Pi  {( P - XP  + ( Q - YP); 
so  ist  nach  44): 

46)  3E-X=-|,9-r=-^. 

Dividiren  wir  aber  die  Grössen  Z,  Zj , A7  sämmllich  durch  und 
setzen  der  Kürze  wegen 

Grunert  optisch e Untersuch.  I. 


16 


/ 


2 '»2 


Z-=  ^p^-iyp-X)+Y«J-Y)\ 

X | ' (!-i (f 

2',  = \ip(£-iyp—X)  + Y(Q—T)\ 

x I » ( 7"i)  rfJ,-«+fr* (f -1)5)  (Q-Y)  I > 

jv'  = I r'-H/»1  (~l)’{  j*p(f + W-19J 


so  ist  auch 


+ *p’  j fp— x;*  + ce— r;*|; 


47)  *-*  = <-  g,  9-r=-| 1. 


Lassen  wir  nun  in  diesen  Formeln  a unendlich  werden,  so 
erhalten  wir  den  Fall  der  Parabel,  und  für  diesen  Kegelschnitt 
werden  also  die  Coordinaten  T,  5)  des  dem  Punkte  (X  Y)  des- 
selben entsprechenden  Bildes  des  Punktes  (PQ)  durch  die  fol- 
genden Formeln  bestimmt: 

48)  %—  X = 

{ltp(X-P)-Y(Y-Q)}{p  Y(Y-Q)+CY*-ip*)(X-P)} 

~ 04-  i i>J){  i PCX-  P) - YC  Y-  (>;} + ip*{(x- pp+cr-  Qf\  ’ 

S>  - r = 

(Y-+\pV\>ip(^-P)-Y(Y-  Qj\  + 4 p 2 \(x~  PT-  + (Y—  (>/[’’ 

wobei  das  Coordinalensystem  auf  die  in  der  Theorie  der  Parabel 
gewöhnliche  Weise  angenommen,  also  als  Gleichung  derselben  die 
Gleichung  y'1  — p x zum  Grunde  gelegt  worden  ist,  wie  sich  nach 
dem  Obigen  von  selbst  versteht. 

Wir  wollen  jetzt  den  Fall  besonders  betrachten,  wenn  der 
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strahlende  Punkt  ( PQ ) in  der  dem  Punkte  (X  Y)  der  Ellipse 
entsprechenden  Normale  derselben  liegt. 

Weil  nach  16)  bekanntlich 

y p b*  x ^ ^0 


die  Gleichung  der  dem  Punkte  (X  Y)  der  Ellipse  entsprechenden 
Normale  derselben  ist,  so  haben  wir  unter  der  gemachten  Vor- 
aussetzung die  Gleichungen: 

n 2 F 

Q-Y  = Xh 


und  führen  wir  nun  den  Werth  von  Q — ) aus  der  ersten  dieser 
beiden  Gleichungen  in  die  erste  der  beiden  Gleichungen  44),  den 
Werth  von  P — X aus  der  zweiten  der  beiden  vorstehenden  Glei- 
chungen in  die  zweite  der  beiden  Gleichungen  44)  ein,  so  er- 
halten wir  nach  einigen  leichten  Verwandlungen: 


1-X 


X[a*Y2+b*  X')(P-V) 


50) 


9-r=  — 


X(«4r+i'I!)+  2 a*b2(P-X)’ 

Y(aiY2  + bix2)CQ—  y) 

Y(a 4 Y2  + b*  X2)  + 2 a2  b*  ( Q - Y)  ' 

Weil  aber  wegen  der  Gleichung  der  Ellipse 

a*  Y2  + b*  X2  = b2  (a'  —e2  X2  ) = a2  (b*  + e2  Y2) 


ist,  so  ist,  wie  mau  nach  leichter  Rechnung  findet: 


also 


U-X=- 

51)  J 

9-r  = — 


X(a*-e2  X2)(P-X) 

Xu 4 - e2  X2)  4-  2a*  ( P—  X)  ’ 

Y{b*  +e2  Y2)(0-Y) 

Y{b 4 + e2  I'4)+  2ä4  (Q—  Y)’ 


2e4  X^-(a4+g4X4)P 
2 a*  P—(a*  + e2X2)  X ’ 

2e2  Y3  + (b*—e2  Y2)Q 
2b*Q-(b*-e2  Y2)  Y Y- 

16* 
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Auch  findet  man  leicht  die  folgenden  Ausdrucke: 


und 


X’  )(P—  X) 

a4Y‘P- h A4  Xd(J  + a*  bl  Y(P-X)  * 

b2  XY(a*  — e2  X2)(()— r) 
a4  r3  P -1-  b*  xd  (>-f  a2b*  X {(J  — r)  ’ 


a 4 F3P-M4  X3(>-|-/Pe2  XJ  r(  P-X) 
fl4  r3  P + i4Xj  ()+a4  6 2 F(P—  x ) 

a4  F3P-f  b*  X3(J-a>  e2  X Y 2 ( (J—  Y) 

a 4 r3P+64X3(>-t-a264X(()—  r) 


) . 


Kür  den  Kreis  ist  nach  52) 

55)  j — sn — — 

; X 2P — X1  ^ " 2 (>— r 

oder 

5G)  S = , ® = — . 

O __  9 — 

P ~ (> 

Setzen  wir,  was  hier  offenbar  verstauet  ist,  wenn  a den  Halb- 
messer des  Kreises  bezeichnet,  X=:pfl,  Y=  0;  so  ist 


57)  3E  - ± =- 


a 


2 P qp  a 


± 


ö 


2T 


® = 0 


Wenn  P sich  dem  Unendlichen  nähert,  so  nähert  sich  3E  der 
Gränze  fja, 

Wenn  der  Punkt  (PQ)  in  der  Hauptaxe  der  Ellipse  liegt,  so 
ist  im  Vorhergehenden  offenbar  X—  -jza,  Y — 0 zu  setzen,  und 
aus  der  ersten  der  beiden  Gleichungen  52)  ergiebl  sich  leicht: 


58)  3E=± 


2flß2  =F  («2  + e2)  P 
A2  + e2  qF  2«  P 


Auch  liegt  es  in  der  Natur  der  Sache,  dass  in  diesem  Falle 
?)  = 0 ist.  Bringt  man  die  Gleichung  58)  auf  die  Form 


2 a e2 
P 


=F  (a2+e2) 


> 


* ■=  ± 


T 2a 
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und  bezeichnet  die  Gränze,  welcher  £ sich  nähert  , wenn  P sich 
dem  Unendlichen  nähert,  durch  so  ergiebt  sich  auf  der  Stelle, 
dass 

59)  r = ± a-^— 

Za 

ist. 

Wenn  der  Punkt  (PQ)  in  der  Nebenaxe  der  Ellipse  liegt,  so 
ist  im  Vorhergehenden  offenbar  X.=  0,  Y = zu  setzen,  und 
aus  der  zweiten  der  beiden  Gleichungen  52)  ergiebt  sich  leicht: 


cm  sr\  __  X 36c2  ±(62—  er)  Q 
J J ^ b'2  — e-^2hQ  * 

Auch  liegt  es  in  der  Natur  der  Sache,  dass  in  diesem  Falle  $ = 0 
ist.  Bringt  man  die  Gleichung  60)  auf  die  Form 


2 be2 

Q 


±(h2-e~) 


/O  o 

r - qp  2ft 


0 


und  bezeichnet  die  Gränze,  welcher  ?)  sich  nähert,  wenn  Q sich 

dem  Unendlichen  nähert,  durch  2)';  so  ergiebt  sich  auf  der 
Stelle,  dass 

6i)  r = ± 

ist. 

Wenn  der  Punkt  (PQ)  in  keiner  der  beiden  Axen  der  Ellipse 
liegt,  also  keine  der  beiden  Coordinaten  X,  Y verschwindet,  so 
erhellet  aus  den  Gleichungen  49),  dass  die  Grössen  P1  Q sich 
beide  gleichzeitig  dem  Unendlichen  nähern.  Bringt  man  nun  die 
Gleichungen  52)  auf  die  Form 


2e2X* 


(a4  -fc2X2) 


% = — 


s = 


2 a4  — 

2e2Y3 

_ 

264  — 


(fl4  + e2X2)X 


~ X 


+ (&4  — e2  r2) 


(b*  — e2Y2)Y 


Y\ 


2M> 


und  bezeichnet  die  Gränzen,  denen  ?)  sich  nähern,  wenn  der 
Punkt  (P(J)  sich  in  der  dein  Punkt  (X  Y)  entsprechenden  Nor- 
male der  Ellipse  von  dem  Punkte  (X  Y)  in’s  Unendliche  entfernt, 
durch  £*',  SD';  so  erhält  man  aut  der  Stelle 


G2)  r = 


a 


+ e2  X*1 


2 «« 


x,  = 


b*  — e2  Y2 
2 b* 


Y. 


Wenn  wir  in  den  Gleichungen  51)  wieder  für 

P>  Q;  X , Y;  3£,  9 

respective 

P — a,  (>;  X — fl , K;  i — fl,  $ 
setzen;  so  erhalten  wir 

A=_  (X-a){a«-e2(X--a)2}(P-X) 

~~  (X-a.){a4-e2(X-a)2}  + 2a4  (P-  X)}  ’ 


S)  — r = 

und  folglich,  weil 

b2  = 

I ; 

ist : 


Y ( h*  + e-  Y-)  ( Q—  V) 

Y(b*  + e-  Y- ) + 2b*  ( Q-  Y)  ’ 


i ap , e~  =■  aJ  — b -=  a (a  — 4 p) 


S-  X = — 

G)-r  = _ 


(X-a){a5-(a-$p)(X-a)2}(P-X) 
(X-a){a3-(a-4p)(X-a)2}  + 2a3(P-X)’ 

Y a/»2  + (a  — J p)K2}((>-r) 

* { i ap2  + (a  — -j  p ) Y 2 J + \ap2(Q  — 10 


Weil  nun  aber,  wie  man  leicht  findet: 

a3— (fl—  \p){X— a)2=^^a2p  -f  a(2a—  p)  X—  (a  — \p)  X2 
ist;  so  ist 


(X—  a)  { 4a2p  + a (2a—  p)  X-  ( a - i/<)  X 2 } (P-  X ) 
(X-a)  [ $ a2p+a(2a-p)X-(a-Jy>)X2  j +2a3(P-X)  ’ 

yUap8  + (a  — 4p)  r2}  «?—  K) 

* { ! ®P**t*(  a — Jy< ) ) 2 j-|-  ? «//-’  ( Q—  f) 
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Dividirt  man  jetzt  Zähler  und  Nenner  des  ersten  Bruchs  durch 
Zähler  und  Nenner  des  zweiten  Bruchs  durch  a,  so  erhält 

man 


-7,)  ('-*)# 

r|4r+(i  - ^)r-ja>-n 
r||;r+(i  - £)r>\  +ip*(Q-r) 


Daher  ist  für  die  Parabel,  d.  h.  wenn  a unendlich  wird: 

(lf  + X)(P-I) 

0 P+x)-(p-xy 

Y(i  p!+Y*)+ip-(Q-Y)’ 

oder 

(ip+X)(P-X) 

(i,,  + X)-(P-X)’ 

rgP-f  *)((>- *0  . 

r(ip+i)  + TP(g—  y)’ 

oder  auch 

/ Y y ÜP  + W-X) 

\ «p + *)-(*- *)’ 

G7)  / 

X(lp  + X)(Q-Y) 

X(ip  + X)+±Y(Q-Y)' 

Wenn  der  Punkt  (PQ)  in  der  Axe  der  Parabel  liegt;  so  ist 
im  Vorhergehenden  offenbar  X=0,  F=0  zu  setzen,  und  aus 
der  ersten  der  beiden  vorhergehenden  Gleichungen  ergiebt  sich 
leicht: 

®>  J--,7 ^Tf- 


6G) 


S — X=  — 


$ — r= 


t 


248 


Auch  liegt  es  in  der  Natur  der  Sache,  dass  in  diesem  Falle 
5)  =0  ist.  Bringt  man  die  Gleichung  G8)  aut'  die  Form 


und  bezeichnet  die  Griinze,  welcher  I sich  nähert,  wenn  P sich 
dem  Unendlichen  nähert,  durch  £ ',  so  ist  offenbar 

G9)  r =-  ip. 

Setzt  man  in  der  Gleichung  IG)  der  dem  Punkte  (XY)  ent- 
sprechenden Normale  der  Ellipse  für 

£ ) y i ^ ) 4 

respective 

x~a)  y;  X—  a,  Y 
und  b ? = \ap ; so  wird  dieselbe 


oder 


2a  y 

P ( X — a) 


ix—X) 


Also  ist 

70)  y — Y = — — Car — X ) 

P 

die  Gleichung  der  dem  Punkte  ( X y)  entsprechenden  Normale 
der  Parabel. 

Weil  nun  nach  der  Voraussetzung  der  Punkt  (PQ)  in  dieser 
Normale  liegt,  so  ist 

2 Y 

Q — y ==  — ~ (p-x), 

p 


woraus  man  sieht,  dass,  wenn  der  Punkt  (PQ)  nicht  in  der  Axe 
der  Parabel  liegt,  also  nicht  y— 0 ist,  die  Coordinaten  P,  Q sich 
immer  gleichzeitig  dem  Unendlichen  nähern.  Bringt  man  also  die 
Gleichungen  6G)  auf  die  Form 
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3E  — X = — 


ip  + X 


ip  + X 


— 1 


ty-Y  = 


Yüp  + X) 


Y(jp+X) 

Q-Y 


4 -ip 


und  bezeichnet  die  Gränzen,  denen  de,  sich  nähern,  wenn  P,  Q 
sich  dem  Unendlichen  nähern,  d.  h.  wenn  der  Punkt  fPQ)  sich 
in  der  dem  Punkte  (XI)  entsprechenden  Normale  der  Parabel  von 
dem  Punkte  (XY)  in’s  Unendliche  entfernt,  durch  de',  so  er- 
hellet auf  der  Stelle,  dass 


also 


71)  — X=  \p-\-  X %)'—  Y=  + -Y) 

p 

72)  r=ip  + 2X,  W = KilSZÄU 


ist. 


Aus  71)  ergiebt  sich  leicht 

73)  (F  — x)5  + (?)'—  r)2==  4ri/>+-_Xi3, 

p 

Aus  den  beiden  Gleichungen  72)  erhält  man 


x=H*'— \P),  Y 


. pW 


2(i  p—xy 

also,  wenn  man  in  die  zweite  Gleichung  den  Werth  von  X aus 
der  ersten  Gleichung  einführt: 

pW 


X — 4 (5  \p)  i Y 


» ' 


4P-(3E'-t; 

Weil  nun  F2=pX  ist,  so  erhält  man  die  Gleichung 

74)  P®'*  = K*'-ip)j+p-(r— tp)j*- 

Nimmt  man  den  Brennpunkt  der  Parabel  als  Anfang  der  Coordi- 
naten  de,  ?)'  an,  so  muss  man  in  dieser  Gleichung  de',  ?)'  für 
de'  — setzen,  wodurch  dieselbe  folgende  Gestalt  erhält: 

75)  (\p-ry 

oder 

76)  Spty'^r  (P—2ry. 

Grunert  optische  Untersuch.  I. 


17 
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Denkt  man  sich  also  parallel  mit  allen  Normalen  der  Parabel 
und  unendlich  nahe  hei  denselben  Strahlen  auf  die  Parabel  fal- 
lend, so  ist  dies  die  Gleichung  der  Curve,  in  welcher  die  sämmt- 
lichen  entstehenden  Bilder  liegen.  Dass  diese  Curve  jederzeit 
durch  den  Brennpunkt  der  Parabel  geht,  folgt  aus  dem  Vorher- 
gehenden unmittelbar. 


Zum  Schluss  wollen  wir  nun  auch  noch  für  die  Parabel  die 
allgemeine  Gleichung  der  geraden  Linie,  in  welcher  der  reflectirte 
Strahl  liegt,  entwickeln.  Setzen  wir  zu  dem  Ende  in  der  Glei- 
chung 35)  für 

I . i - ! i i ■ { 

y;  p,  V;  T 

^ • I > I ! # "II  - , 1 1 1 1 I I » • : ' Mi 

respective 


x — a,  y; 


a,  Q;  X — a , L; 


so  erhalten  wir 


2a-  b-  (X-  a)  Y ( r - X)  + } «4  Y • - 4 4 (X- a)-  ] (<J - Y ) ^ _ y. , 

2 a-  b-{X-a)Y((J-  r)-{u4  P-’-Ä4  (A'-a)5}(P-A) 


und  folglich,  weil 
ist: 


1 1 1 * . • ^ Llnf 

J I . fl  II  I I 11.4  M 

b 2 1 a p , b*  — { « 2 p 7 


ap(X-a)  HP-A'j+Ja5  r3-*p2(y-a)2}((>-  Y) 
ap(X-a)  Y((>-  r)-{  a-y--{//-(A-a)2j(P-X) 


(x-X); 


also,  wenn  man  im  Zähler  und  Nenner  mit  a*  dividirt: 

■V  / x \ ( / y \-i  (x  Y ) 

P(7-l)  Y(Q-Y)-\Y>-ir(--l)  \(P-X) 

Daher  ist  für  die  Parabel : 


oder 


y-r= 


p K(P-, Y)-(  Y*-ip*)(.Q-Y) 
PY((>-Y)  + iY--ip-)(P-X) 


79)  y-Y  = 


Y(P-X)-(X-\p)(Q-Y)  _ 

Y({>-Y)  + (X-ip)(P-X)  lX 


oder 
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80)  y—  Y = 


YtP-ip)-QtX-ip^  c Y] 

Y(Q  - Y)  + (P- X)  (X-  ip)  1 ' 


Für  P = \p , 0 = 0 wird  y — y = 0 , also  y=YJ  d.  h.  die 

gerade  Linie,  in  welcher  der  reflectirte  Strahl  liegt,  ist  der  Axe 
der  Parabel  parallel,  welches  eine  bekannte  Eigenschaft  dieses 
Kegelschnitts  ist. 


Druck  von  C.  P.  Melzer  in  Leipzig. 


Druckfehler. 


S.  50  Z. 
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5 Statt  - s.  m. 

9 Statt  pl  s.  m.  p(l) ; auch  ist  im  Nenner  des  Ausdrucks 
von  q(n — q der  eine  Exponent  2 von  q verschoben; 
es  muss  <y~  s att  2<y  heissen. 

In  dem  letzten  Kettenbruche  auf  dieser  Seite  s.  m. 
9h  - i slatt  Sft*  “3  . 


— 117  In  dem  ersten  Kettenbruche  auf  dieser  Seite  s.  m. 

9J?i_2  statt  9)?*  _2- 

— 125  — 4 v.  u.  Statt  (—  1 ) ; + 1“'  s.  in.  (—  l)!*'“1 

— 219  — 10  Statt Y~ fl  + [yS.  m.  f 1 + 


